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Resumen

Dentro de la filosofia de la practica matematica, la cuestion de la pureza del método
haido ganando un lugar en las agendas de investigacion y publicaciones. Usualmente
se asume que “pura” es un predicado de soluciones o demostraciones, el cual resulta
satisfecho cuando estas son intrinsecas a los problemas o teoremas. En este articulo
motivo la adopcién de una concepcion més hospitalaria, de acuerdo con la cual la
pureza del método emerge con naturalidad en la practica de construir teorias
matematicas auténomas, y muestro como a partir de esta la concepcion usual se ve
enriquecida.

Palabras clave: Teorias matematicas; Construccién de teorias; Método axiomatico;
Desafio semantico; Desafio del valor.

Abstract

Within the philosophy of mathematical practice, the question of purity of methods
has been gaining a place in research and publication agendas. It is usually assumed
that “pure” is a predicate of solutions or proofs, which is satisfied when they are
intrinsic to the problems or theorems. In this paper I argue for the adoption of a
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broader conception, according to which purity of method emerges naturally in the
practice of constructing autonomous mathematical theories, and I show how the
usual conception is enriched from this.

Key words: Mathematical Theories; Theory Formation; Axiomatic Method; Semantic
Challenge; Value Challenge.

1. Introduccién

Dentro de la filosofia de la practica matematica, la cuestion de la
pureza del método ha ido ganando un lugar en las agendas de investi-
gacién y publicaciones. Usualmente se caracterizan los métodos puros
por relacién a las demostraciones o soluciones en los que se emplean;
asi pues, las soluciones/demostraciones puras son intrinsecas a los pro-
blemas/teoremas. Por otro lado, un recurso metodolégico es “impuro” si
resulta ser ajeno al problema/teorema. Asi mismo, y dado que “intrin-
seco” y “ajeno” pueden (y suelen) entenderse como una relacién tépica
(o semadntica), la expresion “pureza tépica” suele ser empleada para es-
pecificar en qué sentido se entiende la relaciéon “intrinseco a”. De esta
manera, las soluciones/demostraciones “t6picamente puras” son intrin-
secas al tdpico (o contenido) del problema/teorema en cuestion. Alterna-
tivamente podria decirse: las soluciones/demostraciones son puras, si
“se basan unicamente” en el tépico del problema/teorema. No obstante,
para lograr una mejor economia de exposicion, emplearé “pureza” siem-
pre queriendo dar a entender “pureza tépica”; por otra parte, “pureza
del método” siempre significara indistintamente “demostracion pura” o
“solucién pura”, dejando a un lado cualquier distincién entre teoremas y
problemas, excepto explicita aclaracion.

La anterior caracterizacién es la manera estandar de introducir
el problema, y la misma enfatiza la relacién binaria “intrinseco a”; luego,
entender en qué consiste una solucién pura supone tener una compren-
sién satisfactoria de esta relacién. En este punto, una tarea filoséfica
esperable seria la de clarificar la relacion “intrinseco a” (aplicada a solu-
ciones o demostraciones). Sin embargo, la tarea analitica no es suficiente,
pues el objetivo es ganar comprensiéon de la practica matematica. En
efecto: entender por qué las soluciones puras son de interés en la prdc-
tica matemdtica es también un objetivo insoslayable. Por lo tanto, esta
formulacién usual o estdndar sugiere que una investigacion en torno a la
pureza del método tiene por delante dos desafios de naturaleza distinta:

Desafio semdntico: ofrecer una nocién de contenido o tépico de
un problema/teorema, de forma tal que, a partir de ella, pueda
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caracterizarse rigurosamente la relacién “intrinseco a”.
Desafio del valor: iluminar en qué radica el valor de los métodos
puros en la practica matematica.

En este punto resulta manifiesto que la presentacién usual del
problema induce desafios asimétricos, pues en ella hay un claro én-
fasis en la relacién binaria, a la vez que se mantiene silente respec-
to a como entender el valor de la pureza. En otras palabras, mientras
que esta manera de formular el problema de la pureza nos dice algo
acerca de en qué consiste una solucién pura, nada nos dice acerca de
cémo entender, aunque sea de forma incipiente, en qué radica su va-
lor. En otras palabras, esta concepcién jerarquiza el desafio seméntico
(y con ello la tarea analitica) por encima del desafio del valor, el cual
queda silente respecto a qué tarea la investigacion debe llevar a cabo.!
Sin embargo, y a pesar de este silencio, la ténica de la literatura es-
pecifica se orienta a entender las soluciones puras como poseyendo un
tipo especifico de virtud epistémica, presuntamente diferenciada de
otras virtudes usualmente reconocidas, tales como la “explicatividad”, o
la “simplicidad”, por ejemplo. Puede apreciarse rapidamente entonces,
que, por un lado, la concepcién usual considera el predicado “pura” como
primariamente aplicado a demostraciones y soluciones, a pesar de que
en general se hable sin méds de pureza del “método”. Por otro lado, esta
concepcion prioriza la tarea analitica de clarificar las condiciones para
clasificar demostraciones y soluciones en “puras” e “impuras”, dejando
en un segundo plano la cuestion del valor de los métodos puros.

Las ultimas dos observaciones suscitan las siguientes interro-
gantes: ;por qué priorizar el desafio semantico a costa de oscurecer el
desafio del valor? ;Por qué considerar “pura” como un predicado prima-
riamente aplicado a demostraciones o soluciones, cuando las cuestiones
metodolégicas no se restringen a ellas? En la literatura relevante no se
aprecia justificacion alguna en favor de la primacia del desafio seman-
tico, mientras que, por otra parte, es habitual que los casos de estudios
sean demostraciones particulares de teoremas como el de la infinitud
de los ntimeros primos, o el teorema de Desargues en el plano. Pero es
evidente que “pura” nunca se restringe dnicamente a demostraciones
ni soluciones, pues inmediatamente nos vemos conducidos a preguntar-
nos por la pureza de una definicién relevante para una demostracion.
Incluso si apelamos al ejemplo “clasico” de las soluciones analiticas de

! Una afirmacién explicita de esta jerarquia puede apreciarse en Arana (2017, p.
208).
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problemas geométricos, la cuestion de fondo radica en el uso mismo del
método de coordenadas, més que en la solucién particular en la que este
interviene. Pero entonces, jtenemos en cada uno de estos casos un tra-
tamiento diferenciado o unificado de “pura”? La concepcién usual de la
pureza del método también parecer ser silente a este respecto.

Creo que esta situacién pone de manifiesto una falencia de la
concepcién usual que se presenta al momento mismo de su formulacién.
El objetivo de este articulo es alentar la adopciéon de una perspectiva
mas hospitalaria de la pureza del método, diferenciandola de la concep-
cion usual en dos aspectos: por un lado, jerarquiza el desafio del valor
y aborda el desafio semantico a la luz de este; por otro lado, relocaliza
la “unidad de andlisis” de las demostraciones/soluciones a las teorias, o
mas especificamente, a la actividad de construir teorias auténomas de
otras dreas matematicas (v.g. la construcciéon de una teoria proyectiva
auténoma de la geometria euclidiana). Este abordaje tiene a priori al-
gunas ventajas que seran exploradas con mas detalle en la seccién 3:

1) Al colocar la articulacién fundamental de “pura” a nivel de la
teoria, la pureza de las demostraciones, de las definiciones, etc.
emerge con naturalidad, proveyendo asi un tratamiento unifi-
cado de todas estas predicaciones de pureza. Se trata pues de
la ventaja que ofrece una concepciéon mas hospitalaria.

2) Al pensar la demanda de pureza como una “norma” que guia
la préactica matematica de construir teorias auténomas, esta-
mos atribuyendo a tal demanda un contexto prdctico especifi-
co, lo cual nos permite, a su vez, no solo identificar el tipo de
practica matematica donde la demanda de pureza se mues-
tra valiosa o incluso “fecunda”, sino que ofrece ademds una
clave metodolégica para poder contrastar esta concepcion con
la practica matematica concreta. Es decir, nos seniala dénde
buscarla.

3) El abordaje del desafio seméantico a partir del desafio del va-
lor, entendido del modo que se sugiere, pone de manifiesto con
naturalidad la importancia que tiene para la discusién la “geo-
grafia” de las disciplinas matematicas. Las habituales expre-
siones como “demostracién puramente proyectiva del teorema
de Desargues”, o “definicién puramente aritmética de namero
complejo”, solo se entienden a la luz de una “imagen” del mapa
de las disciplinas matematicas, y en particular, de la autono-
mia que cada una de ellas pueda tener. En otras palabras,
esa imagen de la geografia matematica es imprescindible para
entender el predicado “pura”.
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Para motivar esta concepcién hospitalaria de pureza, en la sec-
cion 2 profundizaré un poco en los desafios arriba presentados para la
concepcién usual, mientras que en la seccién 3, caracterizaré de forma
muy esquemadtica la concepcién hospitalaria a partir de algunas obser-
vaciones de Hilbert sobre el método axiomatico. Destacaré en particular
cémo esta concepcion relocaliza la pureza en un nivel més profundo que
la usual, a partir de la jerarquizacion del desafio del valor. En la seccién
4, examino la nocién de contenido informal de Arana y Mancosu (2012),
a efectos de senialar como esta se ve enriquecida gracias a esta nueva
concepcion. Algo analogo haré, por otra parte, en la seccion 5, respecto
de las propuestas de Detlefsen (2008) y Detlefsen y Arana (2011) acerca
del desafio del valor. Finalmente, en la seccién 6 reconsidero el desafio
semantico a la luz de la concepcién hospitalaria de pureza y senalo al-
gunos problemas que deben ser afrontados por esta.

2. Los desafios fundamentales

(De donde proviene la concepcién usual de la pureza? Esta es
comunmente asociada a David Hilbert (1899a, 1902a, 1971) y en partic-
ular, el siguiente pasaje suele emplearse para motivar esa formulacion
(v.g. Pambuccian, 2001 y Arana, 2008):

[eln la mateméatica moderna se practica muy a menudo este tipo
de critica, de acuerdo con la cual se intenta preservar la pureza del
método [die Reinheit der Methode], es decir, utilizar en la demostra-
cién de un teorema, en la medida de lo posible, solo los medios que
requiere [nahe gelegt] el contenido [Inhalt] del teorema. (Hilbert,
1899a, pp. 315-316)

Tomando este pasaje como punto de partida, llegamos natural-
mente a la caracterizacion “usual” de la pureza del método; en efecto,
Hilbert dice que una demostracion pura es aquella que solo se basa en
lo que es “requerido por el contenido del teorema”. Asi pues, una demos-
tracion pura es “intrinseca” en la medida de que los medios que emplea
son “requeridos” por el contenido del teorema. Asi mismo, la pureza es
claramente de naturaleza tépica —i.e. es respecto del contenido [In-
halt] del teorema que se introduce la relacion “intrinseco a”—. En cuan-
to al valor de la pureza, Hilbert dice que los matematicos “modernos”
((quiénes?) ven en la pureza un requisito para las demostraciones. Sin
embargo, Hilbert no dice palabra alguna acerca de por qué la pureza
de una demostracion es valorada, o, si se prefiere, por qué la impureza
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seria objeto de critica por parte de los mateméaticos modernos. En tal
sentido, este pasaje no es valioso tanto por lo que nos dice acerca del
valor de la pureza del método, sino porque, en razén de la indudable
autoridad matematica de Hilbert, la cita de arriba nos informa sobre
lo que esta “en el aire” de la practica matematica decimonénica. Por
altimo, nétese el matiz que Hilbert introduce en cuanto a la demanda
de pureza, de acuerdo con el cual es “en la medida de lo posible” que
esta se exige. Este matiz — ausente en la formulacién usual del proble-
ma— es un claro indicio de que Hilbert estd considerando la posibilidad
de que haya un hiato entre el contenido de un teorema y los medios
que necesitamos para demostrarlo; es decir, bien puede ocurrir que se
requieran métodos impuros para demostrar el teorema, en cuyo caso la
demanda no seria legitima. Por tltimo, también resulta natural conce-
bir la pureza de las demostraciones como un tipo especifico de virtud
o ideal demostrativo; en efecto, Hilbert se refiere a la pureza como un
requisito de demostraciones. La concepcién usual emerge entonces, con
naturalidad de este pasaje allende el matiz recién sefialado, al cual
volveré en poco més abajo.

En cuanto a los desafios introducidos en la seccién anterior, hay
algunas puntualizaciones que es preciso realizar. Con el desafio seman-
tico, tenemos, de hecho, dos retos: ofrecer, por un lado, un concepto de
contenido de un enunciado (ya sea un teorema o un problema) lo sufi-
cientemente robusto como para, por otro lado, poder definir, a partir de
él, una relacién aparentemente tan fuerte como “intrinseco a”. Una vez
que tengamos tal concepto de contenido, podemos proceder de manera
similar a definir el concepto de consecuencia légica: partimos de la idea
de “verdad en una estructura”, y luego, definimos -respecto a ese con-
cepto— la relacion de consecuencia légica a partir de algunas “condicio-
nes de adecuacién”.

Asi pues, en lo que respecta a este desafio, un ejemplo de condicio-
nes de adecuacién para un concepto de contenido en la literatura es uno
introducido en términos de “identidad de demostraciones”. El énfasis
aqui es garantizar que el predicado “puro” (y su negacién) pueda usarse
para discriminar efectivamente diferentes demostraciones de un mismo
teorema. Kahle y Pulcini expresan esta “condicion de adecuacion” del
siguiente modo:

[...] el hecho de clasificar una determinada demostracién n : T' [como
pura/impural no es solo una cuestion de confrontar el “contenido” de
7t con el “contenido” de T'. En realidad, habria que poder descartar la
posibilidad de reescribir la demostracién en una versién mas elemen-
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tal i’ cuyo “contenido” ya no esta allende [outstrip] al “contenido” de
T. (Kahle & Pulcini, 2018, p. 131; énfasis anadido)

La importancia de esta observacién es evidente: si una demos-
tracién introduce alguna expresién que, de alguna manera, introduce
un concepto que no “forma parte” del contenido del teorema, entonces
no por ello necesariamente ocurre que la demostraciéon introduce nue-
vos conceptos. Asi pues, podria decirse que, si una expresion (o simbolo
matematico) tal puede ser eliminada al reescribir la demostraciéon, sin
cambiar la identidad de esta, entonces la presencia de esa expresién no
es indicio de impureza. Algo analogo podria pensarse para los conceptos
o definiciones de las expresiones matematicas: bien podria ocurrir que,
en el contexto de una demostracién, una expresion, v.g. cos9, no requiera
—para la demostraciéon— que se defina como una funcion trigonométrica
sobre R o C, mas alla de las razones trigonoméiricas, sino que simple-
mente podria entenderse como designando, v.g. el cateto de un tridngulo
pitagérico. En tal caso, el empleo de la notacién “cos9” no implica de por
si que la demostracion introduzca el concepto de funcién trigonométrica.

Por lo tanto, una nocién de contenido adecuada para satisfacer
esta condicién de adecuacion tendria que ser sensible a los escenarios
descritos en el parrafo anterior (sin descartar la posibilidad de otros),
y, en tal sentido, dicha nocién estaria relacionada con un problema por
demaés huidizo desde un punto de vista légico: la identidad de demos-
traciones. Ciertamente se trata de un problema semdntico, aunque
aqui el punto no tiene por qué consistir es definir una “seméantica de
demostraciones” para interpretar derivaciones en un lenguaje formal.?
La cuestion prdctica, es decir, la manera en que los matematicos de or-
dinario juzgan si una demostracién (informal) es distinta de otra demos-
tracion, no recae sobre la formalizacién de las mismas (y su pertenencia
a una clase de equivalencia).?

Otra condicién de adecuacién razonable, y en cierta forma, mas
fundamental, hace hincapié en la necesidad de que el contenido de los
teoremas goce de “cierta independencia” respecto de sus demostraciones,
so pena de trivializar el predicado “pura”. Evidentemente, este seria el
caso con las soluciones impuras. Por el contrario, si las demostraciones
fueran un factor indispensable para el contenido de los teoremas, en-
tonces todo teorema tendria a priori —es decir, por la misma nocién de

2 Cf. las fuentes clésicas al respecto, tales como Prawitz (1971, p. 237) y Troelstra
(1975).
3 Puede consultarse a este respecto Dawson (2015) y Rav (1999).
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contenido— una demostracién pura. En efecto, “[...] parece inverosimil
que esto pueda ser cierto a priori, simplemente como consecuencia del
andlisis de la nocién de contenido. La pureza acabaria siendo trivializa-
da” (Mancosu y Arana, 2015, p. 30).

Esta observacion deja de lado la viabilidad de una concepcién de
tipo “inferencialista” del significado, a la hora de transitar el desafio
semantico. Pues, si una concepciéon tal se adoptara, la trivializacién de
“pura” radicaria en garantizar, por la mera concepcién de significado,
que fodo teorema tenga una demostracion pura. Asi pues, bien podria
decirse que esta condicién de adecuacién representa una “intuicion se-
mantica nuclear”, en la medida en que su satisfaccién es necesaria para
que podamos formular la nocién misma de “demostracién intrinseca”.
No obstante, esta condicién de adecuacién no implica que las demostra-
ciones no jueguen ningun papel en absoluto; en efecto, una formulacién
de esta condicién de adecuacion podria ser la siguiente:

Intuicion semdntica nuclear: el contenido de teoremas o problemas
tiene “cierta independencia” respecto de sus demostraciones (o
soluciones).

En efecto, esta intuicién semantica no dice que las demostracio-
nes sean completamente irrelevantes para el significado, sino que lo dl-
timo tiene cierta independencia respecto de lo primero. Articular “cier-
ta” es el desafio conceptual detrds de esta intuicién semantica. Asi pues,
tenemos —al menos— dos condiciones de adecuacién para una nocién
de contenido satisfactoria para caracterizar “demostracion pura”. En la
seccién 4 presentaré y discutiré especificamente la nocion de contenido
informal de Arana y Mancosu (2012) en relacién con esta ultima condi-
cion de adecuacion. La primera condicién, por su parte, quedara exclui-
da de este articulo dado que, por un lado, la intuicién seméantica nuclear
coloca un problema maés fundamental y, por otro, una concepcién como
la que aqui se pretende motivar no se restringe inicamente a las demos-
traciones, pero en absoluto puede dispensar de la segunda condicién.
Asi pues, en lo sucesivo “desafio semantico” referira exclusivamente a la
condicién introducida por Arana y Mancosu.

En razén de la asimetria que se aprecié6 en los desafios que
la concepcion usual introduce, es dificil poder decir algo en abs-
tracto sobre el desafio del valor. Sin embargo, siguiendo la tenden-
cia de la literatura podemos asumir que, debido a que “pura” es un

4Véase también Arana y Mancosu (2012, pp. 335-336), Arana (2014, §4).
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predicado primariamente aplicado a demostraciones, podria en-
tenderse que la pureza involucra un tipo de virtud o ideal epis-
témico (Detlefsen, 2008), de forma andloga a las demostraciones
“explicativas”, “elegantes”, “naturales”, o “simples”, por ejemplo.?
Esto conduce a resaltar que el valor de las demostraciones puras esta
allende la validez de estas, por lo que las soluciones impuras no son
logicamente invdlidas. Asi pues, en esta situacién, podria pensarse en
elaborar una propuesta que asocie, con la caracterizacién hilbertiana
de pureza (o una clarificacién de la misma), tales o cuales caracteris-
ticas epistémicas, cognitivas, o de algun tipo andlogo. Naturalmente,
cualquier propuesta para caracterizar la virtud de la pureza tendria
que explicar como esa virtud emerge del cardcter intrinseco de las de-
mostraciones, aunque esto no es en si mismo decir mucho; por otra
parte, una virtud tal tendria que ser identificada en la practica mate-
matica. A tales efectos, no bastaria con identificar una “tendencia” a
“preferir” las demostraciones intrinsecas, pues ademéas debemos poder
identificar el porqué de esas preferencias; o alternativamente, identifi-
car en el contexto de qué practicas matematicas emerge con naturali-
dad la demanda de pureza.

Sea lo que fuere que entendamos por “intrinseco”, parece evidente
que una demostracion tal parece estar renida con las demostraciones
que introducen conexiones entre lo que el teorema afirma y conceptos o
nociones que, de algin modo, no estan presentes o supuestos por este. Es
precisamente en este punto donde el valor de las demostraciones puras
puede ser severamente cuestionado, pues es evidente la fecundidad
que histéricamente ha representado el estudio de las conexiones
entre dreas de las matematicas que parecen estar “alejadas”, por asi
decirlo. A partir de aqui emerge una objecién inmediata al valor de
las demostraciones puras, a saber, ser poco “fecundas” en el mejor de
los casos, o impedir el desarrollo de las matematicas, en el peor de los
casos. Hilbert ya advertia al respecto que a menudo hay una razén mas
“profunda y justificada” para emplear medios impuros, pues se revelan
“hermosas y fructiferas relaciones”, por lo que “nunca hay que dejar
pasar por alto un suceso de este tipo en el que se entrecruzan diferentes
areas” (Hilbert, 1899b, p. 236).

La siguiente observaciéon de Kreisel hace el mismo énfasis que
Hilbert:

5 En este punto es pertinente preguntarse si la pureza es o no un tipo de virtud
diferenciada de las otras. En cuanto a la relacién entre pureza y simplicidad, por
ejemplo, véase Arana (2017).
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Pero también est4 el vacio creado por no decir simplemente en voz alta
qué (conocimiento) se obtiene con las demostraciones impuras, por
ejemplo, con las demostraciones analiticas en la teoria de nimeros:
conocimiento de las relaciones entre los niimeros naturales y el plano
complejo o, mds ampliamente, entre las propiedades aritméticas y
geométricas. Es precisamente este conocimiento el que proporciona
nuevos medios eficaces de comprobacién de las demostraciones: si
esto entra en conflicto con algin ideal de rigor, tanto peor para el
ideal (que se estd evaluando). (Kreisel, 1980, p. 167)

Las demostraciones impuras son también iluminadoras, en tan-
to permiten poner de manifiesto conexiones antes desconocidas, por
lo que, en tal sentido, estas demostraciones impuras se muestran fe-
cundas a la hora de aumentar nuestro conocimiento matematico en
la direccion contraria al que lo harian (caso que asi ocurriese), las de-
mostraciones puras. Carlo Cellucci por otra parte, sostiene de forma
bastante contundente que “en el desarrollo histérico de la matematica,
la demanda en favor de la pureza del método ha sido extensamente
ignorada” (Cellucci, 2017, p. 299). El punto de Cellucci es que la sa-
tisfaccién indiscriminada de esta demanda, habria obstruido avances
sustantivos en matemadticas, tales como la demostracién del dltimo
teorema de Fermat.®

Kreisel y Cellucci parecen converger en esta suerte de “escep-
ticismo” respecto de la pureza del método, el cual apunta contra la
pureza en virtud de que esta atenta contra la fecundidad matematica,
es decir, este escepticismo nos enfrenta con el dilema de elegir entre
pureza y fecundidad de los métodos. Pero el mismo admite un matiz:
la sospecha no radica tanto en sostener que no hay interés alguno en
la pureza del método, sino en considerar que los métodos puros sean
siempre preferibles a los impuros. A mi entender, esto sugiere que se-
ria poco recomendable avanzar en una explicacién del valor de estos
métodos, asumiendo que bajo cualquier circunstancia el mismo es
manifiesto. jAcaso la virtud de las demostraciones puras ocurre bajo
ciertas condiciones especificas? Y si es asi, /qué tipos de practicas ma-
tematicas motivan o alientan la demanda por métodos considerados
“puros”? Finalmente, es muy importante tener presente que la obje-
ci6n de fecundidad esta claramente dirigida contra una concepcién de
la pureza como la usual, pues esta objecién asume que “pura” es un
predicado de demostraciones.

6 Cf. Pillay (2021) y Lehet (2021).
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3. Hacia una concepcion mas hospitalaria de la pureza del
método

La formacion de teorias es evidentemente una préctica matema-
tica importante; habitualmente involucra la investigacién en funda-
mentos de una disciplina y es una ocasién para la creacién fecunda de
nuevas matemadticas. La concepcién de pureza que aqui expongo muy
esquemadticamente consiste en sostener que la articulacién fundamen-
tal de “pureza” se encuentra en este plano, siendo las restantes predica-
ciones de pureza subsidiarias de esta. Lo que dota de valor o “interés” a
los métodos puros (y a las demonstraciones) consiste, entonces, en que
los mismos satisfacen una demanda o requisito metodolégico ligado
fundamentalmente a la construccién de teorias matematicas. En esta
seccién sugiero de forma muy esquematica que este es el caso cuando
se trata del método axiomaético de David Hilbert en los Fundamentos de
geometria de 1899. Este seria, por lo tanto, un contexto —no necesaria-
mente el anico— donde la pureza del método deviene prominente, y la
razon de ello es que la demanda de pureza y el método axiomatico hil-
bertiano estdn, segin intentaré explicar a continuacién, estrechamente
relacionados.”

El punto fundamental de la lectura que aqui presento radica en
la siguiente distincién: por “método axiomatico” debe entenderse, por un
lado, la investigacién axiomatica y, por otro lado, la teoria axiomatica.
Lo primero es una actividad matematica (usualmente asociada a los es-
tudios en fundamentos), mientras que lo segundo es un pretendido pro-
ducto de esa practica; en efecto, “método axiomaético” no se reduce a lo
segundo, en el caso de Hilbert, aunque no resulta extrafio que se emplee
esta expresion para referirse inicamente a la estructura de la presen-
taciéon de teorias matematicas en contextos meta-matematicos. Como
consecuencia de esta distincién, podemos distinguir también entre una
demanda de pureza operativa en la investigacion axiomatica, de la pu-
reza como un atributo o propiedad de la teoria axiomaética. En lo que

7 Este énfasis en el método axiomatico no debe conducir al lector a pensar que
la pureza del método no tiene lugar en teorias no axiomaticas. Mds aun: en sus in-
vestigaciones en teoria de numeros algebraicos durante la década de 1890, Hilbert
no empleé su método axiomatico a pesar de que estas investigaciones coinciden con
sus investigaciones axiomdaticas en geometria euclidiana. No obstante, en diversos
trabajos de esta época es manifiesta la motivacion “purista” que anima a Hilbert a
presentar nuevas demostraciones de teoremas relevantes (fundamentales), con el fin
de reformular partes sustantivas de la teoria algebraica de nimeros (v.g. teoria de
ideales, cuerpos ciclotimicos). Véase, a modo de ejemplo, Hilbert (1894, 1896, 1902a).
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resta de esta seccién argumentaré esquematicamente que, por un lado,
una teoria axiomatica “pura” consiste en una teoria auténoma o autosu-
ficiente, siendo tal cosa una caracteristica inherente a la nocién misma
de “teoria axiomatica” de Hilbert. Aqui es donde se aprecian las venta-
jas 1) y 3) de la seccion 1 (pp. 3-4). Por otro lado, la “regla” o “principio”
fundamental que Hilbert formula en el epilogo de los Fundamentos de
geometria que guia la investigacion axiomatica puede entenderse como
una formulacién acorde a la investigacién axiomatica de la demanda de
pureza. Evidentemente, aqui se apreciara la ventaja 2) de la seccién 1.
En consecuencia, lo que obtenemos de esta lectura es que la pureza del
método estaba, como demanda y como propiedad, estrechamente vincu-
lada al método axiomaético de Hilbert.

Con relacién a la pureza como propiedad de teorias axiomaticas,
recuérdese la idea misma de teoria axiomatica de Hilbert como trama
de conceptos [Fachwerkes von Begriffen], constante en su pensamiento.
Para apreciar cémo una cierta idea de autonomia estd contenida en la
idea misma de teoria axiomatica, debe tenerse presente que esta trama
es tal “que a cada objeto y a cada hecho de la esfera de conocimiento
[Wissensgebietes] de que se trate [la teoria] les corresponda, respectiva-
mente, un concepto de esa trama y una relacion légica entre conceptos
del mismo” (Hilbert, 1996, p. 23). Una teoria axiomadtica o “trama de
conceptos” reconstruye entonces, una “esfera de conocimiento” [Wissens-
gebietes] dada, siendo en relacion o en correspondencia con esta que la
teoria es, por ejemplo, una axiomatizacién de la geometria euclidiana
elemental. Esta correspondencia con una esfera de conocimiento intro-
duce una nocién de “completud” debido al requisito de que cada objeto y
cada hecho de ese campo se corresponda con los conceptos y las relacio-
nes logicas de la teoria. Esta nocién de completud es pre-formal debido a
que “esfera de conocimiento” no es una nocién exacta; en efecto, Hilbert
da por satisfecha esta correspondencia en los Fundamentos, por ejem-
plo, cuando los axiomas permiten deducir los teoremas “méds importan-
tes de la geometria” (Hilbert, 1971, p. 2), mientras que en sus notas para
un curso de verano sobre fundamentos de geometria de 1902 (Hilbert,
1902b), la completud del sistema de axiomas se alcanza cuando todos
los teoremas o “hechos” [Tatsachen] que componen la teoria pueden ser
deducidos légicamente a partir de los axiomas (véase Corry, 2006, §1;
Giovannini, 2015, cap. 3).

Esta nocién preformal de “completud” relativa a un campo de
conocimiento es de naturaleza pragmatica o cognitiva (Abrusci, 1981;
Awodey & Reck, 2002; Corry, 2006, p. 142; Sieg, 2009, p. 339). En tal
sentido, la delimitacion de esa esfera de conocimiento no es una cuestiéon
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légica sino una cuestion relativa a la practica matematica. Asi pues,
podemos entender que una “esfera de conocimiento” es una disciplina
suficientemente madura; esto es, no es tanto un cuerpo de conocimien-
to (proposiciones, técnicas y conceptos organizados)®, sino un “conjun-
to de précticas y de cuerpos tedricos asociados, en plural” (Ferreirés,
2016, p. 197). En este sentido, a menudo ocurre que la palabra “teoria”
significa “disciplina”. En efecto, la “teoria de nimeros” es un caso muy
claro, pues esta expresion no refiere a un cuerpo tedrico bien defini-
do, sino un crisol de practicas matemaéticas que se diferencian respecto
a los conceptos centrales y las metodologias privilegiadas.® Para que
una investigacion axiomatica pueda ser llevada a cabo, tendriamos que
“congelar” una practica en un cuerpo de teorias fijo, para proceder a un
andlisis axiomético del mismo. Es precisamente en ese “congelamiento”
donde delimitamos también el contenido (o tépico) de la disciplina a ser
axiomatizada, pues al hacerlo también se seleccionan o introducen los
conceptos que son importantes, acerca de los cuales trata la teoria.!®
Llegado este punto, estamos en condiciones de entender cémo esta con-
dicién de completud preformal implica que las teorias axiométicas sean
auténomas o autosuficientes. Para apreciarlo basta observar lo siguien-
te:!! un sistema de axiomas es auténomo o autosuficiente cuando todos
ellos se corresponden con “hechos” (basicos) de la disciplina que el siste-
ma axiomatiza, pues, de lo contrario, la teoria no seria “completa” aun
cuando se empleen principios que permitan deducir todos, o los mas
importantes teoremas de esa disciplina.?

Atendiendo a la anterior caracterizaciéon del atributo de pureza
como autonomia de las teorias, el lector habra apreciado que son los ax-
tomas el locus de la misma. Pero entonces, jes esto una garantia de que

8Véase Corry (2003, pp. 3 y ss.).

9 Tal cosa es la que dan a entender grosso modo los adjetivos “algebraica”,
“analitica”, “geométrica”.

10 Evidentemente podemos delimitar estrictamente la esfera de conocimiento iden-
tificando, por ejemplo, un conjunto de teoremas de una teoria preexistente, como la de
los Elementos de Euclides. La razén por la que prefiero emplear “disciplina” en vez de
“teoria” es porque la primera captura mejor el espiritu de la investigacién axiomatica
como investigacion sobre fundamentos en la practica matematica, donde lo que se
investiga son los fundamentos de una disciplina.

11 Este sentido de “autonomia” captura el uso de la expresiéon que puede ver en
Giovannini (2015), Giovannini (2016), Giovannini et al. (2017) y Lassalle Casanave
y Giovannini (2021).

12 M4s aun: este ultimo aspecto era algo presente “en el aire” de la préctica ma-
tematica geométrica del siglo XIX; tanto Wiener (1890), Schur (1898) como Enriques
(1898, p. 369) se inscriben netamente dentro de esta misma preocupacién. Klein
(1979, p. 3) sintetiza elocuentemente esta tendencia.

ANALISIS FILOSOFICO 43(1) - (mayo 2023)



106 GUILLERMO NIGRO PUENTE

las demostraciones en la teoria sean puras —i.e. que queden excluidos en
sus métodos de inferencia nociones ajenas a la disciplina—? Esta es una
cuestion muy relevante, pues como he sugerido en la seccién 1 (pagina
96), esta concepcion hospitalaria promete unificar las distintas predica-
ciones de pureza (ventaja 1)). Sin embargo, tal unidad puede objetarse si
la propiedad de pureza no se transfiere sin méas de la teoria a las dem-
ostraciones. En mi opinién, el punto critico aqui es la nocién misma de
teoria axiomadtica; en efecto, el analisis ldgico de esta nocién hace de las
teorias una entidad sintactica con una légica explicita, gracias a lo cual
se delimita pristinamente tanto las sentencias como las inferencias que
pertenecen a esa teoria.'® En tal caso, y asumiendo que la légica de la
teoria es inocua en lo que hace al contenido de la misma, entonces, si la
teoria es pura, sus demostraciones también. Pero esta no es la situaciéon
cuando pensamos en la construccion de teorias en la practica matemati-
ca, pues no resulta extrafio que se empleen, con el fin de obtener ciertos
resultados, propiedades bien conocidas de algin modelo de la teoria, en
vez de los axiomas y principios de inferencia que caracterizan la teoria.*

La unificacién de estas dos predicaciones de pureza hay que bus-
carla, en la practica matematica, en la construccion de teorias axiomati-
cas. Aqui la atencién es “selectiva” pues no cualquier demostraciéon de
cualquier teorema importa por igual; en efecto, las demostraciones cuya
pureza importa en los Fundamentos de Hilbert son las de los teoremas
de Pascal (Pappus), Desargues, o De Zolt, por ejemplo, pues son fun-
damentales para distintas teorias (o “subteorias”, si se quiere) dentro
de los Fundamentos (teoria de la euclidiana proporcién, geometria eu-
clidiana del espacio tridimensional y teoria del drea respectivamente).
Esta atencion selectiva es tipica en la construcciéon de teorias y la in-
vestigaciéon axiomatica en los fundamentos de una disciplina. Lo ha-
bitual es que solo algunas definiciones y teoremas “fundamentales”
justifiquen tal preocupacién purista, por lo que no necesariamente cual-
quier demostracion en la teoria ha de ser pura aun cuando la misma
sea “auténoma”. Por lo tanto, si lo que nos interesa es entender la prac-

13 Cf. Schlimm (2013, p. 76).

4 Asi, por ejemplo, si tenemos una axiomatizacién de la geometria proyectiva,
podriamos, dado que el modelo mds importante es el del plano proyectivo real,
emplear técnicas disponibles de la geometria euclidiana y la geometria analitica para
demostrar teoremas. Su empleo estd légicamente habilitado en virtud del modelo,
aun cuando se tratarian de métodos “impuros” (Hartshorne, 1967 hace precisamente
esto). La relacion entre el empleo de métodos habilitados por un modelo de la teoria
y la pureza de los mismos es un punto importante en la investigaciéon de Ferraro y
Panza (2012) sobre la teoria analitica de funciones de Lagrange.
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tica matematica, es perfectamente razonable afirmar que es en la dem-
ostracion de algunos teoremas importantes donde se unifican la pureza
de las teorias con la pureza de las demostraciones, aun cuando tal cosa
no garantice que toda demostracion en la teoria sea pura. En efecto, la
pureza de esas demostraciones es lo importante para la obtencién de
una teoria pura desde una perspectiva practica.

Por anadidura también se transparenta el valor de la pureza de
esas demostraciones, pues son un paso indispensable para la obtencién
de una teoria pura. Asi mismo, este punto de vista “hospitalario” tam-
bién sugiere una explicaciéon directa acerca de por qué las atribucio-
nes de pureza a demostraciones siempre se hacen con referencia a una
disciplina o teoria matematica (esta era la ventaja 3) de la pagina 96).
En efecto, habitualmente las atribuciones de pureza se realizan con re-
ferencia a una disciplina, por lo que la relacién “intrinseco a” no debe
entenderse como afirmando que las demostraciones puras lo son con
respecto al contenido individual o aislado del enunciado del teorema.
Asi pues, la suposiciéon de una cierta delimitacién o “geografia” de al
menos algunas disciplinas matematicas, se explica por la importancia
que tiene, para la construccién de teorias (axiomaticas), el que ciertas
demostraciones se inscriban dentro de la disciplina o subdisciplina que
la teoria axiomatiza. Esta caracteristica se explica naturalmente cuan-
do atendemos a la pureza como atributo de teorias axiomaticas.

La ventaja 2) —pdagina 3— de esta concepcion hospitalaria res-
pecto de la concepcion estandar radicaba en iluminar un contexto donde
la demanda de pureza pueda emerger con naturalidad. A partir de los
parrafos precedentes queda claro que ese contexto puede ser el de la
construccion de teorias axiomaticas hilbertianas. Sin embargo, y aun
cuando la pureza/autonomia de las teorias axiomaticas no es una pro-
piedad accidental de las mismas, todavia resta entender como la investi-
gacion axiomatica hilbertiana codifica las demandas puristas y cémo la
satisfaccién de una demanda purista conduce o favorece la autonomia de
la teoria resultante. La respuesta a la primera interrogante la podemos
hallar en una observacion presente en el epilogo de los Fundamentos de
geometria. Alli, Hilbert presenta el “principio” o regla fundamental que
ha guiado la investigacién cuyo producto es Fundamentos de geometria,
y la cual, a su vez, Hilbert relaciona con el ideal de pureza del método.
Esta regla se basa en

[...] hacer que la discusion de cada cuestién tenga un caracter tal
que permita examinar al mismo tiempo si es posible o no respon-
der a esta cuestién siguiendo un método previamente determinado y
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4

empleando ciertos medios limitados. [...] la exigencia de la “pureza’
de los métodos de demostracién que han defendido muchos matemaé-
ticos con gran énfasis [...] no es en el fondo otra cosa que una forma
subjetiva de la regla basica seguida aqui. (Hilbert, 1971, pp. 106-107;
énfasis anadido)

La interpretacion de esta regla en conexién con el método axio-
matico y el modo de entender su relaciéon con la demanda de pureza no
es un asunto trivial.’® Sin embargo, es factible senalar cuatro puntos,
acerca de los cuales no podré extenderme mayormente aqui, pero sera
suficiente para el presente propésito. En primer lugar, se trata de una
regla practica que guia la investigacién axiomadtica, pero no afirma una
suerte de propiedad metatedrica, como la consistencia o la independen-
cia de los axiomas. Es decir, la regla opera en la formacién de las teo-
rias axiomaticas. En otras palabras, esta regla opera en la investigacion
axiomatica dandole formato a las cuestiones tratables de acuerdo a el
método axiomatico. En segundo lugar, la regla pone en el centro el con-
cepto de demostracion y los resultados de independencia, aunque no se
trate de la independencia especificamente de los axiomas, sino de la im-
posibilidad de demostrar una proposiciéon a partir de ciertos axiomas, o
a la posibilidad efectiva de demostrar una proposicién sin emplear tales
o cuales axiomas. En otras palabras, en la aplicacién de esta regla pode-
mos encontrarnos tanto con demostraciones —metateéricas— de impo-
sibilidad, como con demostraciones dentro de la teoria que no emplean
tales o cuales axiomas —i.e. demostraciones de la “dispensabilidad” de
un axioma—. La regla, entonces, puede leerse de la siguiente mane-
ra: la investigacion axiomatica de una disciplina matematica se lleva a
cabo de tal manera que, ante cada problema, o conjetura respecto a la
demostracion de una proposicién particular a partir de ciertos axiomas
o “medios limitados”, se examina su posible “independencia” (en los dos
sentidos senialados) respecto de estos axiomas o un subconjunto de ellos.

En tercer lugar, y siguiendo una sugerencia de Hallett (2008),
puede pensarse que esta regla permite ¢transformar la demanda de pu-
reza, de forma tal de, en vez de interrogar sobre el caracter topicamente
intrinseco de los métodos (simpliciter), interrogar hasta qué punto una
disciplina puede desarrollarse en ausencia de los conceptos (o proposicio-
nes) que se creen “ajenos” a esa disciplina —i.e. no comprendidos dentro
de la delimitacion de la disciplina—.!¢ En otras palabras, si concedemos

> En Hallett (2008) puede encontrarse un estudio en profundidad a este respecto.
16 Aqui no pretendo afirmar que esta sea la dnica cuestién relevante, aunque
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que los axiomas introducen conceptos —v.g. el axioma de Arquimedes
(axioma V en los Fundamentos) introduce un concepto de “longitud de
segmentos”’—, entonces la axiomatizacién de la disciplina arroja una
delimitacién conceptual de la misma —i.e. delimita su contenido—.®
De esta manera, una “conjetura purista” que afirme el carécter ajeno de
un concepto en la demostraciéon de un teorema se codifica, dentro de la
investigacion axiomadtica, bajo la forma de una interrogante del tipo “;es
la proposicién en cuestién independiente de tal o cual axioma?”. El caso
es que para pronunciarse acerca de esto, los resultados de “independen-
cia” son la clave. Asi pues, un resultado de dispensabilidad puede ser un
resultado en favor de que la pretension (o conjetura) purista es correcta,
mientras que uno de imposibilidad podria leerse como la confirmacién
de que no es posible dar lugar a la demanda purista. Este es el tipo de
cuestiones “objetivas” que la investigacién axiomatica trata.

En los Fundamentos se puede apreciar claramente la aplicacién
de esta regla, por lo que puede decirse con seguridad que esta regla
estd presente en la practica matematica de Hilbert: su reelaboracién
de la teoria euclidiana de la proporcion independiente del axioma
arquimediano (axioma V), la introduccién de coordenadas con base
en un célculo de segmentos (sin presuponer la nocién de nimero), asi
como el tratamiento del postulado de De Zolt independientemente de las
nociones de magnitud y nimero, para desarrollar una teoria del area
poligonal, son claros ejemplos de ello.'® Estos son ejemplos de resultados
de independencia que se demuestran dentro de la teoria. Por otra
parte, el tratamiento del teorema de Desargues es un ejemplo de una
demostracién de imposibilidad, llevada a cabo desde una perspectiva
metatedrica.?

claramente seria una de ellas.

17 Este axioma nos permite definir para cada segmento un ntimero positivo de ma-
nera univoca. Asi, este axioma permite la introduccién del nimero en geometria, en
la medida en que permite determinar el conjunto de las longitudes de cada segmento.
Esto no implica, por otra parte, que para todo nimero real podamos —inversamen-
te— asociarle un segmento. Esto tltimo es tarea de otro axioma, el llamado “axioma
de completud”, el cual no figura en la primera edicién de los Fundamentos. A este
respecto puede consultarse Giovannini (2015, cap. 7).

18 Esta concesién no es filoséficamente trivial, pues introduce el desiderdtum de
que cada axioma (o conjunto bien delimitado de axiomas) debe contener “una sola
idea”. De acuerdo con Corry (2006, p. 142) aqui estd involucrado el requisito de
simplicidad del sistema axiomadtico; sin embargo, Hilbert no provee ningun criterio
“metamatematico” para decidir si un axioma (o conjunto de axiomas) es mds simple
que otro.

19 Véase las referencias en la nota 11.

20 Respecto de este teorema, véase la secciéon 4 mas abajo.

ANALISIS FILOSOFICO 43(1) - (mayo 2023)



110 GUILLERMO NIGRO PUENTE

Todas las investigaciones de Hilbert referidas méas arriba estan
motivadas por demandas de pureza provenientes de la préactica mate-
matica de su tiempo, y en particular, por el interés de erigir, hasta cierto
punto al menos, teorias auténomas: la geometria proyectiva auténo-
ma de la euclidiana, la geometria euclidiana (teoria de la proporcion
y del drea) independiente del axioma arquimediano, la aritmetizacién
del analisis, etc. Tal actividad exige que la demostracién de ciertos teo-
remas, articuladores de las mismas, sean “puras” —i.e. independiente
de nociones “extrafias” al campo disciplinar de la teoria—. Asi pues, la
construccion de una teoria auténoma supone poder mostrar que ciertos
resultados importantes para la disciplina puedan probarse dispensando
de los conceptos o proposiciones que se presumen “extrafios” a la misma.
Por lo tanto, cabe perfectamente pensar que, asi como la autonomia no
era una caracteristica meramente accidental de las teorias axiomdti-
cas hilbertianas, también puede pensarse que la demanda de pureza
es también inherente a la investigacion axiomdtica. En definitiva, lo
que he intentado en esta seccién es ilustrar esquematicamente como el
método axiomatico hilbertiano puede instanciar la idea rectora de una
concepcion “hospitalaria” de la pureza del método, asi como sus tres ven-
tajas respecto de la concepcién usual. En las secciones 4 y 5 intentaré
mostrar que algunos aspectos de esta concepciéon hospitalaria estan de
hecho presentes en las respuestas de la concepcién usual a los desafios
semantico y “del valor”.

4. Desafio semantico y contenido informal

Arana y Mancosu (2012, §4.5) introducen un concepto de conte-
nido pertinente para la discusion, en tanto que claramente satisface la
intuicién semantica nuclear de la pagina 100, pero también interesa
porque su viabilidad para discriminar entre demostraciones puras e im-
puras parece asumir consideraciones como la 3); por ultimo, esta nocién
puede interpretarse como dando un lugar central a la actividad heuris-
tica, y tal cosa es relevante para la concepcion hospitalaria en virtud
de que esta jerarquiza la norma de pureza como una “regla practica”
que guia la formacién de teorias, de acuerdo con 1) y 2). Se trata pues
del concepto de contenido informal o comprension ordinaria. A grandes
rasgos, este concepto considera lo que esta explicitamente establecido en
las formulaciones de los problemas o teoremas, y asigna a las expresio-
nes matematicas implicadas en ellos, las definiciones (o conceptos) mas
“bésicas” u “ordinarias”. Por lo tanto, podemos reformular la nocién de
“solucion topica pura” de la siguiente manera: las soluciones tépicamen-
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te puras de los problemas “se basan unicamente” en lo que constituye la
comprensién béasica o el contenido informal de ese problema. Asi pues,
estas nociones de “basicidad” u “ordinariedad” son esenciales para la
concepcién de Arana y Mancosu sobre la pureza de los métodos (cf. Det-
lefsen y Arana, 2011, p. 17). Ellos caracterizan esta nocién de contenido
diciendo que la “ordinariedad” es un grado de comprensién por parte de
un agente, que es

[...] suficiente para un intento bien intencionado [well-intentioned
attempt] de demostrar ese enunciado, incluso si tales intentos pueden
estar condenados al fracaso en casos particulares. Tal capacidad es
tipica de lo que consideramos comprensién “basica” u “ordinaria”
de los enunciados matematicos, y esta habilidad esta claramente
extendida, por ejemplo, entre los nedfitos en matematicas. (Arana &

Mancosu, 2012, p. 335; énfasis aniadido)

La comprensién ordinaria de un enunciado es suficiente para
llevar a cabo un intento bienintencionado de demostrarlo, pero no es
suficiente para garantizar su demostracion. En otras palabras: las de-
mostraciones no son esenciales para la comprension ordinaria, pero se
requiere cierta capacidad para intentar demostrar el enunciado. Por
lo tanto, esta nocién esta orientada a satisfacer la segunda intuicion
semdntica nuclear. Por otra parte, el caracter cognitivo de esta nocion
apunta a que el contenido de un enunciado para un agente emerge a
través de la accion —que bien podemos adjetivar de “heuristica”— de
intentar seriamente demostrar dicho enunciado.?! Pero para que esta
nocion sea operativa para intentar atribuir tal o cual comprensién al
agente, es necesario atribuirle a este ciertas “herramientas” cognitivas
o conceptuales, digamos, que de algin modo restringen su horizonte
de actuacién; caso contrario, no tendriamos manera de circunscribir
hasta donde llega la comprensién del agente y, en consecuencia, el
contenido del enunciado. Asi pues, previendo tal tipo de restriccion
podemos sugerir que aquello que el agente comprende en un enuncia-
do —su contenido informal— consiste en una suerte de “invariante
conceptual” que los agentes aprehenden cuando intentan demostrar el
enunciado. En efecto, “basico”, “ordinario” y “nedfito” sugieren un tipo
de restriccion.

2! Claramente esta consideracion se restringe a teoremas, pero tal restriccion es
inocua en la presente discusion.
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Teorema 4.1 Si dos tridngulos coplanares AB.C y AB.C, y

27272

las rectas A A, B.B2 y C,C,se cruzan en el punto O, entonces las

intersecciones AB,, BC,y AC,, de los lados correspondientes de los
tridngulos A B,.C,y A B,C,, —esto es, las intersecciones entre A B,
yAB, B,C y B, asi como A,C,y A,C, respectivamente— son
colineales en g (Fing.).

272

¢ BICi

ACH 7 o ABI L
.

Figura 1. Teorema de Desargues en el plano.

Los autores no desarrollan esta nocién pues su interés radica ini-
camente en mostrar que el teorema de Desargues en el plano admite
un contenido informal que lo coloca como un enunciado de la geometria
plana (Teorema 4.1). Para apreciar la importancia que la consideracion
3) tiene en la argumentacién de Arana y Mancosu, conviene ir un poco
mas alld de su planteo e interpretar “intento bienintencionado” de de-
mostrar 4.1 como una actividad heuristica. A este respecto, hay algunas
consideraciones que el agente deberia tener presente:

1. Una idea de la estructura légica del enunciado.

2. El cuidado de tomar en consideracion lo enunciado en el ante-
cedente, con el fin de emplear, en su intento de demostracion,
la informacién alli contenida. Otro tanto ocurre con el suce-
dente, pero a efectos de reconocer cuando finaliza la putativa
demostracion.

3. El cuidado de elaborar, aunque sea de un modo vago, una cier-
ta estrategia argumental.
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4. La precaucion de reflexionar acerca de cémo puede “modulari-
zar” su razonamiento en pasos inferenciales, a efectos de veri-
ficar si los mismos estdn légicamente justificados.

Evidentemente nada impide que un estudiante de geometria pro-

yectiva, a quien se le ha presentado la disciplina por medio de proyeccio-
nes en el plano de figuras tridimensionales (cosa muy comtn de hecho),
tenga una comprension ordinaria espacial de 4.1, pero fracase en inten-
tos particulares de demostrarlo debido a su falta de pericia (precisamen-
te, se trata de un estudiante). Empleando creencias espaciales el estu-
diante puede fallar, por ejemplo, en visualizar la estrategia consistente
en demostrar el caso plano como corolario del teorema de Desargues en
R?. Ademds, incluso atendiendo a esta estrategia el estudiante puede
fallar, por ejemplo, en darse cuenta de la conveniencia de que la recta g
de la Fig. 2 sea la interseccién de los dos planos no paralelos Py P'. El
estudiante también puede no darse cuenta de que el punto O, el centro
de proyeccién, podria verse como el vértice de un tetraedro, donde su
base es uno de los tridngulos arguianos, mientras el otro lo producimos
seccionandolo con un plano, P°, que intersecta el plano de la base en la
recta buscada, g, tal como en la Figura 2.

Figura 2. Desargues en 3D (Courant & Robbins, 2002).
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Asi pues, este agente tendria una comprension suficiente de 4.1
para intentar demostrarlo, incluso si su habilidad actual le hace fraca-
sar en sus intentos particulares.

Por tanto, dada la definicién de contenido informal, este agente
tiene una “comprension ordinaria” de 4.1, pero, al mismo tiempo, nuestro
agente tiene creencias, conceptos o compromisos espaciales; luego, el
contenido informal de 4.1 seria espacial.

Figura 3

Pasemos a restringir los recursos conceptuales del agente a con-
ceptos de la geometria plana, y evaluar si puede tener “intentos bienin-
tencionados” de demostrarlo, en un grado tal que podemos decir que
tiene comprension del teorema, aunque esta sea bastante “basica”. Es
sencillo apreciar que este es el caso, pues un agente con un entendimien-
to ordinario (plano) de 4.1, puede empezar por construir (dibujar) confi-
guraciones arguianas de forma azarosa; en tal caso, siguiendo lo que se
indica en el antecedente de 4.1, podria empezar por situar O y tres rectas
incidentes con él, siendo que sobre las mismas inciden los respectivos
puntos que constituyen los vértices de ambos tridngulos. Esto dara lugar
a multiples configuraciones dependiendo de la posicién relativa de los
tridangulos respecto de O, donde a su vez, y teniendo cuidado al etiquetar
los vértices, experimentara buscando los puntos AB,, BC,y AC,, para ve-
rificar si puede trazar una recta g (véase los “bosquejos” en Figs. 3 y 4).
Asi pues, se trata de una actividad de dibujar configuraciones siguiendo
las precauciones 1y 2 de arriba.
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Figura 4

En este punto, nuestro agente conjeturaria que podria demostrar
4.1 indicando, via construccién sintética y a partir de relaciones de co-
linealidad e incidencia, como obtener la deseada recta g, de acuerdo con
3 (cf. Pasch, 2013, p. 74). El puede empezar a preguntarse, de acuerdo
con 4, los “pasos” de la demostracién, y su experimentacioén le puede
sugerir que, en algunas configuraciones, las extensiones de los lados co-
rrespondientes de los triangulos “parecen” no interceptarse, es decir, se-
rian rectas paralelas. Aqui la restriccion introducida habilita distintas
alternativas, y en particular, habilita una alternativa euclidiana y otra
proyectiva; la primera probablemente hara dudar al agente de la propia
formulacién, dado que el caso paralelo no esta comprendido, pero en el
caso proyectivo el agente podra apelar a su conocimiento ordinario de
geometria proyectiva, y pensara que esos puntos (AB,, BC,y AC)) pueden
localizarse al infinito (Figura 5). Sin embargo, ain hay un paso critico:
el de deducir la existencia de la recta g. En este paso, las dos alternati-
vas mencionadas tienen consecuencias para la posibilidad logica de que
el estudiante “pueda” llegar a demostrar 4.1. En efecto, el teorema es
deducible en la geometria euclidiana del plano (apelando al teorema de
Menelao??), pero no lo es en la geometria proyectiva plana, debido a la

22 Kl Teorema de Menelao, atribuido tradicionalmente a Menelao de Alejandria,
ofrece un criterio para que tres puntos que yacen en los lados de un triangulo, o en sus
correspondientes extensiones, sean colineales. Asi, si ABC es un tridangulo,y D, Ey F
son tres puntos distintos de los vértices, que yacen, respectivamente, en los lados
I?C,Af, A§, o sobre sus extensiones, entonces |‘ﬁ | |ﬁ| |@|
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existencia de planos no arguianos, o “de Moulton” (Figuras 6, 7). En el
primer caso los fracasos particulares podrian ser atribuidos a una falta
de habilidad, pero en el segundo la razén es netamente légica.

BC.

I

/

Figura 5. Configuracién arguiana con g|B,C,|B,C, en el plano n.

En el punto al infinito BiCl se intersectan Blic1 yB,(C, eng.

En virtud de lo anterior podemos apreciar dos cosas: por un
lado, 1a actividad heuristica descrita contribuye a la comprension de
4.1 aun cuando el agente ignore, por ejemplo, el resultado metates-
rico referido; por otro lado, podemos plantear tres restricciones dife-
rentes para el agente, el cual adscribe al teorema contenidos ordina-
rios distintos:

A. El agente cuenta tinicamente con conceptos de la geometria

proyectiva del espacio.?

23 En este caso la comprension garantiza légicamente que el agente pueda demos-
trar el teorema (allende su pericia), y el teorema tendria, a pesar de su formulacién
plana, un contenido espacial (proyectivo) aunque sea de forma “implicita”. Téngase
en cuenta, sin embargo, que dicho contenido “implicito” no se debe a su conocimiento
metatedrico, sino al modo en que la disciplina le fue introducida en su educacién.
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B. El agente cuenta tnicamente con conceptos de la geometria
proyectiva plana.?*

C. El agente cuenta unicamente con conceptos de la geometria
plana euclidiana, incluyendo los conceptos de proporcién y
semejanza de tridangulos (necesarios para el teorema de Me-
nelao). En tal caso, podria decirse que tiene una comprension
“métrica” de 4.1.

Figura 6. Plano de Moulton. Construimos un nuevo plano sobre
R x R modificando las lineas que tienen una pendiente positiva.
Definimos las imagenes de la lineay =m - x + b (m,b € R, m > 0),
como {(x,y):y <0,y =m - x + b} U {(x,y):y >0,y =2 - x + b}. En otras
palabras, se puede decir que las lineas de pendiente positiva se
“refractan” en el eje x. En la figura, el grado de inclinacion de la
recta e, paray < 0 es w, mientras que paray >0, es %

24 Esta es la restriccion a la que apelan Arana y Mancosu para argumentar que 4.1
admite un contenido ordinario completamente plano. Véase Arana y Mancosu (2012,
p. 335).
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Figura 7. Contraejemplo a 4.1 en un plano de Moulton (configu-
racién de Figura 4).

Estas restricciones califican como “ordinarias” o “informales” en
la medida en que no suponen un conocimiento metateérico de 4.1.?° Pero
lo que en ultimo término interesa aqui es si el agente puede tener algu-
na comprension del significado de “pura” (aplicado a demostraciones);
esto es, como minimo, si puede discriminar una demostracion pura de
una impura. Pues si tal cosa no ocurriese, entonces lo que él compren-
da de 4.1 con arreglo a alguna de las restricciones A. - B., no seria un
grado de comprension adecuado para la investigacion sobre la pureza
de las demostraciones. En efecto: el agente ni siquiera podria figurar-
se el problema. Para ello se requiere, por un lado, que el agente sea
capaz de comprender 4.1 desde diferentes perspectivas, v.g. diferentes
restricciones A., B., C., y por otro, que el agente posea alguna creencia
respecto a la relacion entre esas perspectivas, v.g. las nociones métricas
son independientes de las proyectivas, o que no hay una diferencia ca-
tegérica entre proyecciones en el plano y en el espacio. Asi pues, si toda
la comprensién de 4.1 por parte un agente se reduce a B., él no podria
entender una demostracion espacial (proyectiva) ni “métrica” (euclidia-
na). Pero aun siendo capaz de entender 4.1 a partir tanto de B. como de
C., él no podria sancionar una demostracién métrica como “impura”, si
no incorporase a su comprension de 4.1 la creencia de que las nociones
métricas forman parte de un dominio semantico auténomo de la geome-
tria proyectiva (plana).

Todo esto conduce a la siguiente conclusion: para que el agente
entienda minimamente el predicado “pura” necesita incorporar alguna

% HEsto seria aceptable para Arana y Mancosu de acuerdo con sus observaciones
de la pagina 335.
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creencia acerca de la relacion entre los distintos marcos geométricos.
En efecto, no podria considerar impura una demostracién “métrica”,
actuando dentro de la restriccién B., si no considerase que las nocio-
nes “métricas” son ajenas a la geometria proyectiva, y tal cosa ocurre
en cada una de las alternativas resenadas en el parrafo anterior. Esto
muestra que para hablar de pureza resulta indispensable tener pre-
sente la consideracién 3) —i.e. “imagen” del mapa de las disciplinas
matemadticas, y en particular, de la autonomia que cada una de ellas
pueda tener—. Con esto no pretendo afirmar que un tipo de creencia
asi deba ser incorporada dentro de la nocién de contenido informal,
aunque no seria extrano que un profesor presente la geometria pro-
yectiva diciendo que las proyecciones (centrales) no conservan propie-
dades “métricas” tales como longitudes o razones. Sin embargo, en su
ausencia no podriamos comprender qué quiere decir “demostracion
métrica”, “demostraciéon proyectiva”, etc., y tal cosa es indispensable
para comprender las atribuciones de pureza a demostraciones. En de-
finitiva, esto muestra la ventaja de la concepcién hospitalaria para
abordar el desafio seméantico (incluso aceptando el concepto de conte-
nido informal) a partir de su respuesta al desafio del valor. Por otra
parte, la lectura heuristica que he sugerido de contenido informal tam-
bién adquiere un anclaje natural dentro de la perspectiva hospitalaria
de pureza; en efecto, al colocar la pureza a nivel de la teoria, segin
1), podemos enriquecer la nocién de contenido informal atendiendo a
otro tipo de actividades que no son intentar demostrar un enunciado
(v.g. dibujar configuraciones geométricas), asi como aplicarla también
a definiciones, técnicas, etc. Finalmente, en consideracion de 2) resulta
muy natural pensar que el contenido emerge como producto de una
actividad heuristica.

5. La pureza como virtud o ideal de demostraciones o
soluciones

La concepcion usual de la pureza aborda el desafio del valor sos-
teniendo que la pureza es un tipo de virtud epistémica de las demostra-
ciones, o un “ideal demostrativo”. En esta seccién intento mostrar que
las propuestas de Detlefsen (2008) y Detlefsen y Arana (2011) al res-
pecto, o bien no logran identificar con claridad cual seria dicha virtud,
o bien lo que proponen seria mejor entendido a la luz de la concepcion
hospitalaria.

En Detlefsen (2008), se introduce la pureza demostrativa como
un ideal de las demostraciones que va hasta Aristételes, pues él
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[...] presentaba la pureza como un ideal. Las pruebas que carecian
de ella no eran necesariamente inutiles, pero no proporcionaban
el més alto o mejor conocimiento de sus conclusiones. Se trataba,
pues, de la més alta cualidad, o de 1a mejor demostracion. (Detlefsen,
2008, p. 179)

Detlefsen identifica este ideal de pureza aristotélico en el re-
quisito de la “exclusién de género” [metdbasis ex allo genos] que Aris-
tételes reconoce como un requisito para la eleccién del término medio
de un “silogismo cientifico” (An. Pos.75a29 - 75b12). Asi pues, el tipo
de conocimiento que ofrecen las demostraciones puras aristotélicas es
el conocimiento de la causa (Detlefsen, 2008, p. 180). Una dificultad
que estas observaciones de Detlefsen parecen tener, es que, de acuer-
do con ellas, el ideal aristotélico de pureza colapsa con el concepto de
“silogismo cientifico”, dado que la virtud de la pureza consiste en pro-
veer el conocimiento de la causa. Es de destacar que, si bien Detlefsen
no ignora esto en absoluto, tampoco se advierte una preocupacién por
diferenciar la cientificidad de una demostracion, de la pureza. Asi mis-
mo, seria imprudente sostener que el requisito de exclusién de géneros
conduce, de por si, a que el término medio del silogismo sea causal,
pues este término podria formar parte del mismo género que los térmi-
nos mayor y menor, pero sin involucrar su definicién. Por lo tanto, en la
lectura que Detlefsen hace del requisito de Aristoteles, esta situacion
queda indeterminada, pues a la vez que la pureza es identificada con
una de las condiciones para una demostracion “cientifica” —i.e. la ex-
clusion de géneros— la virtud es identificada por Detlefsen con el tipo
de conocimiento que proveen las demostraciones cientificas de Aristo-
teles. Luego, no pareceria haber una virtud epistémica especificamente
“purista”.

Por otra parte, al concentrarse inicamente en las demostraciones,
Detlefsen parece dejar de lado un aspecto fundamental del trasfondo del
requisito de exclusion de géneros: el que cada ciencia tenga su propio
género, y en particular, que no exista una “matematica universal”. Clara-
mente, la autonomia que guarden entre si ciertos géneros del ser resulta
fundamental para entender la demanda de la exclusién de géneros. En
efecto: la division de las magnitudes en continuas y discretas, es decir,
la autonomia entre ellas, es lo que claramente motiva la exclusion de
géneros; esto queda de manifiesto en el propio ejemplo que Aristételes
introduce para ilustrar el requisito: “las cosas cuyo género es distinto,
como la aritmética y la geometria, no es posible que la demostracion
aritmética se adapte a los accidentes de las magnitudes, si las magni-
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tudes no son nimeros”. En otras palabras: no hay un género comin a
ambas magnitudes. Usualmente se dice que la concepcién aristotélica
de las teorias cientificas tiene, en su base, la tesis de que cada ciencia
tiene su género propio; asi pues, la autonomia entre géneros conduce a
una autonomia entre teorias y, en tal contexto, el requisito de exclusion
emerge con naturalidad. Asi, el énfasis que Detlefsen coloca sobre el
conocimiento de la causa parece erréneo en tanto opaca el hecho de que
el requisito de exclusién es deudor de una concepcién acerca de las te-
orias. Por lo tanto, la lectura de la pureza de acuerdo con la cual la mis-
ma es un medio para la construcciéon de teorias auténomas, parece ser
claramente relevante para apreciar un interés purista en Aristételes.
Este ideal aristotélico, observa Detlefsen, adopta una versién
pragmatica en la matemadtica contemporanea. Particularmente en teo-
ria de numeros, Detlefsen observa, por un lado, que las demostraciones
puras pueden asociarse con las demostraciones “elementales”; en sus pa-
labras: “elemental’ [...] significa algo parecido a lo que entendemos por
‘tépicamente puro™ (Detlefsen, 2008, p. 190). Por otra parte, la pureza es

[...] una virtud pragmdtica, aunque sirva a fines epistémicos (a sa-
ber, la utilizacién efectiva del conocimiento para producir mas co-
nocimiento). No constituye en si misma una virtud epistémica; una
demostracién pura no es, por el mero hecho de su pureza, una mejor
justificacién del teorema que demuestra. Sin embargo, es un instru-
mento mas eficaz para obtener mas conocimientos. Vemos aqui, pues,
una sugerencia de la idea de que la pureza aumenta generalmente la
eficacia de las divisiones del trabajo epistémico basadas en la espe-
cializacion. (Detlefsen, 2008, p. 191)

Dos comentarios criticos pueden plantearse respecto a las suge-
rencias de Detlefsen. El primero es que esta asociacién entre “elementa-
riedad” y pureza no parece ser correcto en términos generales, es decir,
esta distincién entre “elemental” y “avanzado” no parece capturar la dis-
tincién entre demostracion “pura” e “impura” (cf. los casos presentados
en Arana, 2008, §3). Para mostrar que esta asociacién seria errénea,
consideremos dos demostraciones de una proposicion extremadamente
“elemental”.

(1) (@ +b)*= a*+2ab +b?

26 An. Pos., 1,7, 75b5. Cf An. Post., 1, 10, 76a37 - 40, II, 17, 99a8 - 15, en Aristoteles
(1995).
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Cualquier estudiante escolar de dlgebra puede demostrar esta
identidad por exclusiva manipulacion simbélica.?” Asi pues, el contenido
operativo de (1) se reduce a decir que a?+2ab +b?es la “expansién” de
(a+b)?. Alternativamente, podemos demostrar “geométricamente”: to-
mamos el segmento de longitud (a + b), y construimos el cuadrado de
lado (a +b), —i.e. (a +b)%. Es claro entonces, que el cuadrado puede divi-
dirse en un cuadrado de lado @, un cuadrado de lado b, y dos rectangulos
de lados a y b (Fig. 8).

ab 52

(a+1b)*

Figura 8. Demostraciéon geométrica de la ecuacion (1).

Para un agente que tiene una comprension operacional de (1), esta
demostracion geométrica es impura. Pero la razén no radica en que el
“algebra geométrica” sea mas “avanzada” que el calculo literal, en un
sentido analogo al que la geometria espacial es mas “avanzada” que la
geometria plana, o la teoria analitica de nimeros lo es con respecto a la
teoria elemental. Su impureza radica en que la demostracion geométrica
introduce un vinculo (Ferreirés, 2015, §3.7) entre practicas matematicas

27 Kl calculo involucra la conmutatividad del producto, asi como la asociatividad
de la adicién.
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bastante elementales de por si, que estd ausente en una comprension
exclusivamente operacional de (1). Es la presencia de tal vinculo lo que
la hace impura. Para empezar, a y b devienen en magnitudes (longitu-
des), por lo que tenemos un vinculo entre una préctica operativa “ciega” y
una practica técnica de medir (véase a este respecto Ferreirés, 2015, §3).
De este modo, en este vinculo entre practicas, opera una interpretacion
dimensional del producto (cuadrado, rectdangulo) que no tiene correlato
en las operaciones algebraicas. Por ultimo, la representacion geométri-
ca de (1) y su demostracion, suponen la aceptaciéon de principios sobre
magnitudes, tal como la Nocién Comun 8 de los Elementos de Euclides
(Heiberg, 1884, p. 11), i.e. el todo es igual a la suma de sus partes, el cual
tiene un rol fundamental en la demostracién. Sin embargo, y aun cuando
haya contextos (como en teoria de ntimeros) donde las demostraciones
elementales puedan entenderse como demostraciones puras, lo sugeri-
do arriba sobre la ecuacién (1) indica que pureza y “elementariedad” no
colapsan. Por lo tanto, no seria recomendable tomar estas observaciones
de Detlefsen como indicio de una conceptualizacién més o menos general
del valor de los métodos puros en la practica matematica.

El segundo comentario concierne a la “virtud pragmatica” que
Detlefsen asocia con las demostraciones elementales. La idea de Det-
lefsen, de acuerdo con la cual la pureza favorece la division del trabajo
por medio de la especializacién, parece estar en consonancia con mi su-
gerencia de relacionar la busqueda de la pureza con la construccién de
teorias auténomas. Sin embargo, él pone el acento en la eficacia de las
demostraciones puras para maximizar los recursos metodolégicos para
producir conocimiento, i.e. demostrar teoremas; por lo tanto, la pure-
za es una virtud especificamente de las demostraciones, que no est4 al
servicio de la elaboracién de teorias, sino al servicio de la eficacia en la
obtencién de nuevos resultados. En mi opinién, sin embargo, este énfa-
sis en la eficiencia parece artificial; en efecto: la historia de, por ejemplo,
la demostracion elemental del teorema de los nimeros primos es mucho
mejor entendida como guiada por el interés de examinar la independen-
cia de un resultado que aparentemente pertenece a un area “elemental”
de la teoria de numeros, respecto del analisis complejo, que entenderla
como la busqueda de mayor eficiencia. Por lo tanto, mi sugerencia acerca
de como entender las demandas de pureza parece ser mas pertinente
para entender la practica matematica que Detlefsen considera que su
propia idea de busqueda de la eficacia.

Por dltimo, consideremos brevemente la propuesta de Detlefsen
y Arana (2011), de acuerdo con la cual las soluciones puras proveen un
conocimiento estable. Lo que esto quiere decir, en pocas palabras, es que
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la solucién perdura como tal, tanto tiempo como el contenido del proble-
ma permanezca inalterado. En otras palabras: no podemos rechazar la
solucién sin que, al mismo tiempo, disolvamos el problema (Detlefsen &
Arana, 2011, §3). Aqui es maés clara la cercania con la nocién de conteni-
do informal: el mismo consiste en el conjunto de “compromisos” (defini-
ciones, axiomas para primitivos, inferencias, etc.) que el agente acepta,
y a partir de los cuales entiende la formulacién del problema (Detlefsen
& Arana, 2011, p. 13)%. La “estabilidad” seria pues, la virtud de las so-
luciones puras, donde tales soluciones se entienden como “basadas sola-
mente” en el contenido (“compromisos”) del problema. Sin embargo, es
dificil decir que por esta cualidad epistémica es que las soluciones puras
son valoradas en la practica matematica. Los autores parecen ocuparse
de identificar este valor como una “preferencia” observable en la prdctica
matemdtica. En particular, no se advierte una preocupacién de vincular
la caracteristica “estable” con la seccién documental en dicho trabajo
(Detlefsen & Arana, 2011, §2), de forma tal que dicha seccién aporte
evidencia histérica en favor de entender el valor de las soluciones puras
en términos de mayor estabilidad.

Haciendo un balance critico del tratamiento que Detlefsen y Ara-
na han hecho del desafio del valor, podria decirse que los mismos son
aporéticos, en el sentido lato de que no parecen echar luz sobre la practi-
ca matematica. En efecto, las observaciones de Detlefsen sobre Aristéte-
les y el papel de las demostraciones elementales se veria enriquecido si
localizamos la predicacién de pureza al nivel de la teoria, de acuerdo con
1). Por otra parte, en conformidad con 2) resulta que el interés matema-
tico de las demostraciones elementales en teoria de numeros adquiere
un contexto practico natural cuando, de acuerdo con 3), atendemos a la
preocupacién por la delimitacién (y con esta, la autonomia) del dominio
de la teoria elemental de numeros. Nétese que aqui los resultados de
independencia se entienden mucho mejor en términos de fecundidad
matemdtica que cuando atendemos a cuestiones de eficacia.

6. Conclusiones y perspectivas

En este articulo no he procurado tanto desdefiar la concepcién
usual de la pureza, sino alentar la adopcién de una concepcién mas hos-
pitalaria que la incluye. En este sentido, el lector no tiene por qué apear-
se de la concepcién usual si su interés radica en el estudio de demostra-
ciones o soluciones; pues el punto de adoptar la concepcion hospitalaria

28Véase Arana y Mancosu (2012, p. 336).
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es fundamentar el valor de la predicacién de pureza de las demostracio-
nes localizando en las teorias el lugar fundamental de la pureza. Luego,
el interés en la pureza de las demostraciones, definiciones, técnicas, etc.,
encontraria su fundamento en el interés por la construccién de teorias
auténomas. Asi pues, desde el punto de vista practico, en la investiga-
cion que conduce a formar teorias la pureza del método puede emerger
como una regla practica. Por otra parte, y en virtud de la presentacién
sumamente esquemadtica de esta nueva concepcién, no he pretendido
tanto ofrecer evidencia directa en su favor, cuanto mostrar cémo las su-
gerencias que podemos encontrar en la literatura mas destacada sobre
la concepcion usual pueden enriquecerse cuando se las aprecia desde la
concepcién hospitalaria.

Debido a la jerarquizacién del desafio del valor que he planteado,
cabe la interrogante acerca de cémo queda planteado el desafio seman-
tico. Un camino para abordar esta interrogante es sostener que las cues-
tiones semdnticas surgen, en la préctica, dentro de la dindmica segun
la cual el agente asocia un significado o un pensamiento con represen-
taciones, expresiones o lenguajes. El reto, por supuesto, es cémo ocurre
tal cosa (Ferreirds, 2015, p. 89). Un avance podria consistir en poner en
el centro la actividad heuristica; en efecto, parece muy natural pensar
que el contenido cambia con la actividad heuristica, y en particular, que
nuestra comprensién de proposiciones matematicas, por ejemplo, es gra-
dual. En buena medida, nuestra comprension parece estar fuertemente
asociada con la insercién de un concepto, un teorema, etc., en un “tejido”,
o una “red” de practicas matematicas y, por qué no, una teoria. Podria
pensarse entonces, que cuanto mas amplia es esta red, mayor compren-
sion ganamos del concepto; es decir, la comprension y el significado son
graduales. Me inclino por decir “gradualidad del significado” en vez de
“gradualidad del acceso al significado” por la siguiente razén: lo segun-
do pareceria conducir a sostener que los teoremas tienen un contenido
implicito que en algin momento es revelado gracias a la investigacion;
pero en tal caso, cualquier teorema tiene a priori una demostraciéon pura
que eventualmente sera “revelada” por la investigacién futura. Esto va
contra la intuicién semdntica nuclear.

El caréacter dinamico del significado implica que la relaciéon “in-
trinseco” también lo sea, tanto porque la geografia de las disciplinas
cambia, como porque la investigacion que conduce a la construcciéon de
una teoria también puede alterar el significado de un concepto o enun-
ciado. Esto es problematico y a la vez muy importante en virtud de que
aqui se intersectan dos cuestiones: por un lado, si aceptamos que el
contenido cambia en el curso de la investigacion (la cual por hipétesis
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estd guiada por una norma de pureza), jcomo en esa dindmica pode-
mos caracterizar “intrinseco a”? Por otro lado, la investigacién es una
circunstancia 6ptima para la fecundidad matematica en general y la
exploracion de conexiones entre distintas areas en particular. Retoman-
do el escepticismo de Kreisel y Cellucci, resulta un verdadero desafio
explorar la compatibilidad entre demanda de pureza y fecundidad ma-
tematica, entendiendo esta como el hallazgo de conexiones novedosas (y
productivas). Pero el punto aqui no debiera ser la mera presencia de “co-
nexiones”, sino también la manera en que las mismas se caracterizan;
pues sin ir més lejos, la introduccién de un sistema de coordenadas en
una geometria es un caso claro de vinculo sistematico entre aritmética,
algebra y geometria. Una cuestion “purista” a este respecto es el papel
que la nocién de nimero desempena en la coordinalizacion.

Hilbert, como otros matemaéticos influidos por Gauss, considera-
ban que, epistemoldgicamente, la nocién de nimero y los procesos re-
cursivos eran “extranos” a la geometria (Hilbert, 1891/2004, pp. 24, 55).
Sin embargo, el camino a seguir no consistié en un rechazo a ultranza
de los métodos de coordenadas, sino en ensayar métodos para introducir
coordenadas “desde dentro” de la geometria. A tales efectos, el método
axiomatico de Hilbert permiti6é descubrir y exhibir conexiones internas
o estructurales entre teorias matematicas de muy diversa indole (Gio-
vannini, 2015, p. 193). Asi pues, debemos atender a la manera en la que
eventuales vinculos son caracterizados en el contexto practico de las
demostraciones que las suponen, pues dicho contexto es relevante para
la comprension que los agentes inscritos en el mismo tienen del teore-
ma. En efecto, si la propuesta de la seccién 3 es aceptada, entonces el
escepticismo en cuestiéon empieza a perder peso. En definitiva, creo que
el examen realizado en este articulo conduce a reorientar la indagacion
en torno a la pureza del método, en conexion con la practica matematica
de construccion de teorias auténomas.
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