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NOTAS SOBRE LA EVOLUCION DEL REALISMO EN EL
PENSAMIENTO DE G. CANTOR

Maria J. FRAPOLLI

El propdsito del presente artfculo es dilucidar cudl fue la concepcidn
de la exisiencia de los objetos abstractos que Cantor mantuvo y como
evoluciond a lo largo de su obra.

Cantor es conocido por ser el creador de la teorfa de conjuntos y por
haber tratado por primera vez con rigor el tema de las mulliplicidades in-
finitas. El origen de la teorfa de conjuntos se encuentra en las aventuras
de Cantor con el infinilo y éstas no hubieran podido darse sin dos actitu-
des filosoficas que subyacfan al pensamiento del autor: el actualismo, L ¢.,
la aceptacion del infinito én acto y €l realismo, ambas {ntimamente wni-
das. Aqui me ocuparé s6lo de la segunda.

1. {Qué significa ser realista?

El término “realismo™ es. un término ambiguo que puede utilizarse en
contextos distintos y en cada uno de ellos adquiere un significado espe-
cial. Los dominios mds comunes en los cuales se suele hablar de realismo
son cuatro: 1) s¢ llama realismo a una determinada postura respecio de la
existencia de los universales, postura que afirma que éstos existen no sélo
con independencia de nuestra voluntad sino también “separados™ de no-
soiros, en un mundo aparte. Este tipo de realismo se opone al nominalis-
ma y al conceptualismo. 2) También se utiliza el término “realismo™ para
hacer referencia a un determinade punto de vista acerca de |a existencia
de los objetos del mundo. En este sentido ¢l realismo afirma que los ob-
jetos fisicos existen independientemente de nosotros, que no Son un sue-
fio de los seres humanos y que si nosotros dejdsemos de existir no se ve-
rian afectados. 3) A veces se llama realismo a la postura epistemoldgica
que sostiene la posibilidad del conocimiento objetivo, del conocimiento
del mundo “tal como es”. Esie tipo de realismo se opone a la tesis idealis-
ta de que el sujeto del conocimiento estructura la realidad de acuerdo
con sus categorias, categorfas de las que no puede desprenderse. 4) Por
dltimo, se utiliza ef término “realismo™ en el contexio de la teorfa de la
verdad y en este contexio nos moveremos en el presente trabajo. El tipo
de realismo que mos interesa aqui €s el que liene que ver ¢on la cuestion
iqué significa que una oracién sea verdadera? Cuando la oracidn aludida
traia de objetos fisicos de tamaho medio comao:
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(i} Hay cervezas en la nevera,

lo que significa suele estar bastante claro para la mayoria de la gente, ex-
ceplo quizd para algunos fildsofos, a saber, que si queremos beber una
cerveza podemos tomarla de la nevera, o que i abrimos 13 nevera vere-
rmos algunas botellas de cerveza, elc. La 1eoria que suele aceptarse como
la que explica ¢l sentido de este Lipo de oraciones de forma mds simple y
satisfactoria es la teorfa de la verdad como correspondencia.

Pero los problemas se agudizan enormemente cuando Ja oracién per-
tenece al 4mbito de las ciencias formales, como es el caso de la weorfa de
conjuntos o de la aritmética, por ejemplo:

{ii) Hay un nimero cardinal mayor que todos los enteros finilos

o, simplemente,
(iiiy Hay nimeros.

El enunciado (ii) es verdadero para lodo el que acepte nimeros infini-
1os, (iii) es verdadero para todo el mundo, aunque la diferencia no es muy
importante para €l lema que nos ocupa. La diferencia entre un realista
respecto del discurso abstracio y un no realista es que ¢l primero piensa
que (i), {ii} v (iii), si son verdaderos, lo son por las mismas razones. Y
suele aceptarse por tanto una teoria de la verdad como correspondencia
también en estos casos. En mi opinidn, cuesta trabajo creer que la solu-
cidn al problema de la existencia de los objetos abstractos se encuentre
en la dicowomfa de Carnap (1950) entre cuestiones de existencia inlermas
0 externas ya que ésta califica a las preguntas acerca de la existencia bien
de triviales, bien de sin sentido, con lo que huelga 1oda discosion acerca
de ellas. De aqui se desprende que si sélo puede preguntarse con sentido la
existencia interna, entonces los sistemas formales no tienen mds freno que la
coherencia ni mds justificacion que su fecundidad. Pero en mi opinion 1a
propuesta de Carnap, aungue muy interesante, oculla el verdadero proble-
ma que no es si hay nimeros sino mds bien qué queremos decir cuando cali-
ficamos a unas oraciones de verdaderas y a otras de falsas. Se puede contes-
lar que queremos sefialar que lenemos pruebas de unas y no de otras, pero
£510 no elimina la pregunta ya que aceptamos como verdaderas oraciones no
demostradas e incluso no demostrables, y aun en el caso de las oraciones de-
mostradas habria que aclarar la relacidn entre verdad y prueba.
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Las 1esis que, en mi opinion, definen el realismo en el contexto de las
ciencias formales son, ademds de 1) la asuncidn de la leorfa de Ja verdad
como correspondencia, ya sefialada, 2) que el valor de verdad de los
enunciados es independiente de nuestro conocimiento del mismo y 3)
que determinadas proposiciones (ideas) acerca de la realidad se nos
imponen de alguna manera. Vedmoslas con algo mds de atencidn:

1) Que el realista acepta algdn tipo de teorfa de la verdad como co-
rrespondencia es obvio; ha sido sefialado por Benacerraf (1973) como un
rasgo de lo que él llama “la concepcitn estdndar” y constituye una de las
ventajas del realismo por su simplicidad intuitiva Que la formulaci6n
precisa de la teorfa de la verdad relevante sea la de Tarski estd en mi opi-
nién mucho menos claro. Esta dltima define la relaciGn semdntica de sa-
tisfaccién entre dos polos que son, por un lado, un lenguaje formal y, por
otro, un modelo. Ambos polos esién previamente definidos y son conoci-
dos, por lo que ¢l tratamiento de la verdad es de algin modo interno a un
sistema. Cuando se habla de la verdad de los enunciados de la 1eorfa de
conjuntos, o de la aritmélica elc., no disponemos de nada gque pueda ha-
cer el papel de modelo, no conocemos los objetos a los que refieren los
1érminos ni las relaciones gue tienen entre ellos, y &sta es una de las difi-
cultades que ¢l realisia debe resolver.

2) Oura 1esis realista ampliamente admitida &s que nuesiro conoci-
miento del valor de verdad de un enunciado no influye en aquél En esto
se diferencia el realismo de las concepciones episiémicas de la verdad que
consideran como crilerios de la misma las razones que tenemos para
aceptar o rechazar un enunciado. Como E. Sober (1982) ha afirmado, “el
realismo es una declaracién de independencia”,' aunque precisar a qué
equivale 1al declaracidn no es tarea ficil. Para empezar, Sober argumenta
que no puede darse una doctrina de la independencia concerniente a toda
proposicion, esto s, que toda afirmacion del tipo

(A) Para cualquier sentencia S, el valor de verdad de S es independien-
e de o,

donde o puede ser sustituida por expresiones lales como "nuestro cono-
cimiento”, “el pensamiento humano”, etc., es falsa ya que 5 podria ser
una sentencia que versara acerca de nuestro conocimiento, o del pensa-
miento humano, etc. (A) podria refinarse hasta hacerse mds aceptable
pero no por ello dejaria de tener problemas, sobre todo si, siguiendo a

' Sober. E. (1987), p. 69
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Kripke (1975), abandonamos ¢l enfoque sintdctico de resolver las para-
dojas propio de Tarski. Kripke ha mostrado suficientemente que los cri-
terios formales son inadecvados y Sober afiade que, en su opinidn, la so-
lucién de Tarski no encaja con el realismo. Su argumentacién es, a
grandes rasgos, como sigue: una adecuada formulacion de la declara-
cién de independencia realista debe de pasar por la caracierizacidn de
una relacién semdntica R que las oraciones mantienen con la realidad.
Esta relacion tiene que cumplir la condicidén de que no todas las oraciones
verdaderas estén en R con la misma coss a fin de evitar que todo esté rela-
cionado con todo; en caso contrario no hay independencia posible. Para S50-
ber el holismo y el realismo son incompatibles. Sin embargo, como es sabi-
do, segiin las tesis tarskianas una oracidn verdadera ¢s satisfecha por cual-
quier secuencia y, asf, toda oracién verdadera estd en la relacidn mediante la
que se define la verdad —en este caso, 1a satisfaccidn— con la misma cosa, a
saber, la totalidad de las secuencias. No basta, por tanto, la “declaracidn de
independencia”, hace falta ademds llenaria de contenido.

3) El 1ercer rasgo definitorio del realismo que he sefialado es que el
realisia considera que la realidad se le impone. En este sentido, se subra-
ya de nuevo el paralelismo entre el conocimiento de la realidad empirica
y el de la “realidad abstracta”, De la misma manera que no podemos cam-
biar a voluntad las lcyes que gobiernan el universo [Isico, lampoca pode-
mos hacerlo en ¢l caso de contexios no espacio-temporales; la realidad fi-
sica se enfrenta a nosotros y lo mismo ocurre con la “realidad absiracta™.
Lo dicho no significa necesariamente que el realista sea un empirists in-
genuo en epistemologia, sino que mds bien defiende que, sea cual sea la
forma en que tenemos que contar con la naturaleza a la hora de edificar
las teorias de las ciencias naturales, la misma se aplica a las ciencias lla-
madas “formales”. Esle tercer rasgo realista ha sido expresado con mucha
claridad por Godel (1944) y {1947).°

Como en los dos casos anieriores, Llambién con esia Lercera \esis aparecen
problemas de dificil solucidn, el principal de los cuales es el epistemolégico.
E! problema epistemoldgico con el que se enfrenta el realisia es de so-
bra conocido y fue muy bien retratado por Benacerraf (1973): el realista
necesita que su conocimiento de los objetos abstractos siga las paulas
del conocimiento emplirico pero falta la faculiad paralela a la evidencia
empirica. Se acepla una leoria causal del conocimiento empirico pero
no sabemos cdmo comenzarfa la cadena causal del conocimiento abs-
tracto. Los realistas suelen suponer la existencia de algdn tipo de cone-

? Godel. K. (1944). p. 310 y (1947} p. 359,
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xién supracmpirica entre nosotros y los objetos de conocimiento pero has-
ta el momento poco se ha dicho de ¢lla mds alld de su mera postulacidn. Go-
del, por ejemplo, afirma:

Pero, 8 pesar de su lejanfa de |a expenencia sensible, tenemaos algo parecido
a una percepcidn de los objetos de la teorfa de conjuntos, como 3¢ puede
ver por ¢l hecho de que los axiomas mismoas nos fuerzan & sceplarios coma
verdaderos.

Sin embargo, no profundiza en como podria ser 1al percepeidn. P.
Maddy (1980) se ha ocupado de este problema y ha conectado moder-
nos resultados de la neurofisiologia con la percepeidn de objelos abs-
Lractos supuesta por Godel. Pero la solucidn final adn estd lejos.

He sefialado las afirmaciones mids bdsicas que definen el realismo a mi
modo de ver y he intentado poner de manifiesto sus dificultades, Pero el
realismo también tiene muchas ventajas —si no, no se hablaria tanto de
&l—, y la principal es qué permite que el predicado “verdadero” manten-
ga suv senlido en todos los contextos. Asi, entendemos, al menos intuitiva-
mente, qué significa que un enunciado de la teoria de conjuntos es verda-
dero por analogia con otros contextos mds elementales a pesar de las difi-
culiades concreias que podamos hallar a la hora de descubrir o compro-
bar su valor de verdad. El hecho de que el realismo 1enga dificultades no
nos obliga a rechazarlo, ya que las Glosofias alternativas no esidn de nin-
guna manera libres de ellas. Las dificultades, no obstanie, son responsa-
bles de que no haya una absoluta homogeneidad en lo que los realisias
sostienen ¢ incluso de que puedan distinguirse distintos niveles de realis-
mo de acuerdo con la fuerza que uno ponga en 1a idea de independencia,
como ha hecho P. Horwich (1982). Pero creo que en la inmensa mayo-
ria de los casos se pueden reconocer los rasgos que he indicado ante-
riormenie.

* Gadel, K (1947), . 359

* Paul Horwich ha distinguwdo Ires niveles o estadios que inferpretan con creciente
intensidad el significado de [a iden ssociada con el realismo de que los objelos en cuanto a su
existencis son indépendienies del sujelo dd conocimiento. Bl primer estadio, o menos
chbomdo y o menos comprometido, & o que & denomina realisno episemaldgico que
condiste en b mera afifmacion de la sdstends de determimadas entidades fedricas pero sin
lener una 1eoris que specifique ¢l lipo de exisencia que se supone que lienen Lales entidades.
El segundo estadio coindide con lo que aqui hemos entendido por realismo, & lo llama realizno
sandnidco. Y, por ditimo, un lereer edladio, al que denomina malisme meaftico, que e
carscieriza por |a iesis de que tn verdad es una propeedad Indefinible y primiiiva de cieros
enunciados que no gueds suliceniemenie explicada por la condicion de adecuacion malerial de
Tarski. Horwich scgiiene que se puede ser realisns semdntico sin ser realisia metalisico.
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2. iFue Cantor un realista?

Me propongo ahora mostrar que Cantor mantuvo un punto de vista
realista en el sentido de que asumié las tesis que he sefialado como carac-
terfsticas de tal filosoffa. Estas tesis han sido distinguidas aqui por mor de
la claridad, pero en realidad estdn tan fueriemenie relacionadas que de-
berfan considerarse mds bien como |a misma afirmacidn vista desde tres
perspectivas.

A veces se usa el iérmino “platonismo” como sindnimo de “realismo”.
En ¢l presente trabajo quisiera distinguir entre ambos y reservar la cali-
ficacién de platénica para aquella posicién que afiade a los rasgos realis-
tas los dos siguientes: a) se afirma explicitamente que los objetos abs-
tractos esrin en algin Tugar y b) éstos son de algin modo mds reales que
los objetos fisicos.

El caso de Cantor es un caso curioso. Estd ampliamente aceplada la
idea de que fue un realista, pero al mismo tiempo no &8 infrecuente leer
que su concepeitn de la existencia de los objelos abstractos es la ausencia
de contradiccién, & incluso algunos de los mayores especialisias en el
pensamiento del creador de la teorfa de conjuntos hablan del formalismo
de Cantor, y entre las afirmaciones mds conocidas del autor desiaca la de
que la esencia de la matemdtica radica en su libertad. Un panorama bas-
tante confuso del que es responsable en gran medida el propio Cantor. El
matemdlico centroeuropeo escribié muy poco sobre su concepcidn de la
existencia de forma explicita —lo Gnico un pardgrafo de (1883) y algunas
cartas— y, lejos de aclarar nada, estas pocas lineas oscurecen aun més la
cuestién. Estd claro, sin embargo, que su postura no fue estable a lo largo
de su vida,

Es conveniente distinguir en el realismo del autor dos niveles: el primero
es el contexto de la aritmética y en general el de los objetos abstractos para
cuya definicién no se requieren colecciones infinitas en acio de otros obje-
t0s; el segundo es el contexto del andlisis y de 13 1eorfa de nimeros transfini-
108, porque [anto los irracionales como los nidmeres infinitos se definen re-
curriendo a conjuntos actualmente infinitos. Respecto del primer nivel Can-
tor fue realisia siempre. Considerd a los nimeros naturales como objelos in-
dependientes como lo prueba una de las tesis de su (1869):

Los nimerns enteros y los cuerpos celestes forman en ciero sentido un 1odo
regido por leyes y relaciones sn:rlmjantcs.j

: Cantor, O (1966), p. 62,



ANALISIS FILOSOFICO 45

En lo que se refiere al segundo nivel, su posicidn varié desde un for-
malismo que consideraba sélo como signos a 1o que mds tarde serfan nd-
meros irracionales y transfinitos hasta un realismo con todas sus conse-
cuencias y la transicién de uno a otro tuvo que pasar obligatoriamente
por la definicidn precisa de la nocidn y las caracteristicas de los conjuntos
infinilos en acto y por la disolucién de las ideas desconcertantes que an-
teriormente estaban unidas a ellos. Con el actualismo, la diferencia entre
los dos niveles sefialados pierde su razén de ser. El perfodo de realismo
completo se inaugura en (1883).

2.1, Del formalismo al realismo

Aunque ¢l nombre de Cantor se sueéle relacionar con la creacion de la
teorfa de conjuntos y nimeros transfinitos, sus primeros trabajos estdn
dedicados a t6picos matemdticos menos originales. En (1872) ofrece
Cantor una definicidn del limjte con el propdsito de caracterizar el domi-
nio de los ndmeros reales.® La idea del autor es asociar con una determi-
nada serie de niimeros racionales un signo que indica que 1a seérie cumple
la propiedad de que la diferencia entre dos de sus miembros o, , ., ¥ a,
puede, hacerse menor que cualquigr ndmero racional e conforme crece
n.! Al'signo en cuestion lo llama “el limite de la serie de racionales”, pero
de la exposicién de Cantor se desprende que no se estd comprometiendo
con la existencia de objetos que son limites sino que subraya que la ex-
presidn “tener un limite” es otra forma de decir que la serie de racionales
se comporta de tal-y-cual modo sefialado. La definicién cantoriana de

“tener un limite” es en mi opinién un ejemplo de lu que Frege llamdé defi-
nicidn constructiva o definicidn propiamente dicha." De acuerdo con la ca-
racterizacifn fregeana, una definicién no es un enunciado esencial en un
sistema, todo pensamiento que puede expresarse mediante la definicidn
puede expresarse sin ella, la definicidn sirve para simplificar el cdlculo
dentro de una teorfa. Para Cantor la expresion “tener un limite” es una
abreviatura para expresar propiedades de otros objetos que también pue-
den expresarse sin echar mano de limites aungue de forma mds complica-
da. Esto es, el discurso acerca de limites puede reducirse al discurso acer-
ca de racionales, mieniras que el discurso acerca de racionales es irreduc-

* Cantor no estaba de acuerdo con tas definiciones de ndmeros imacionales anieriones a
&l, yn que contideraba que suponian ba edstencia de lales ndmercs sin haberla probado
previamente.

" Cantor, G. (1966), p. 93.

* Frege, G. (1914), pp. 86 y ss.
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tible. Esto Gltimo subraya otro de los rasgos del realismo: si se es realista
acerca de determinados objetos, por ejemplo racionales, el discurso acer-
ca de ellos no puede sustituirse por un discurso en el queé no aparezcan
los términos que los nombran. Por esta razén Cantor no llama ndmeros a
los limites, cosa que sf hace con los racionales que sirven para definirlos,
sino que para referirse a limite utiliza el término “signo”™ (Zeichen).

Algo similar ocurre cuando se introducen por primera vez las deriva-
das de orden infinito.” Estas se definen perfectamente mediante las ope-
raciones de derivacién a partir de un conjunto de puntos dado y de la in-
terseccitn de infinitos conjuntos de puntos. Cantor habla asf de la prime-
ra derivada P{"" de un conjunto de puntos P, de la segunda P@ de la n-
ésima P™™ y también de la primera derivada de orden infinito P{*, de la
segunda P*™ * 1 eic; pero estos dltimos signos “e ", “e+17, “e+27,
elc., no lienen todavia un significado autdnomo. Cantor los lama “sim-
bolos de infinitud” {Unendlichkeitssymbole). Mieniras que los signos utili-
zados para sefialar los 6rdenes de las derivadas finitas son ndmeros, los
de las derivadas infinitas no 1o son adn, como queda patente en el si-
guiente texio:

5i P es un conjunto de punios no numerable, entonces P ® también es no nu-
merable, tanto si @ €5 un ndmero entéro finito, como también s es uno de
jos sfimbolos de infiniuad.'?

Por esta razén podemos denominar al perfodo que va desde los prime-
ros escritos del autor hasta (1883) efapa formalista, teniendo en cuenta
que el formalismo sélo puede afirmarse respecto de |a existencia de lo
que luego serdn los nimeros irracionales y los transfinitos. Estos dltimos
son para Cantor, en cierto sentido, irracionales por su forma de defini-
ci6n."! No puede afirmarse, sin embargo, respecto de los ndmeros ente-
ros finitos, acerca de los cuales fue siempre realista como ya he indicado.

?1a primera derivada F" de un conjunto infinilo de puntos P es el conjunto de los
puntos de acumulacidn de P. 5i P' es Infinito, puede tener a su vez derivada que serd
la segunda derivada de P, P, Este proceso puede seguir indefinidamente. Si para
todo ndmera finilo n, P tiene n-ésima derivada, esto es, si P riene todas lag derivadas
de orden finito, puede definirse entonces su primera derivada infinita p= que es |a
interseccitn de todas las derivadas finitas, Esta dllima puede tener a su ver derivada,
el conjunto de sus punios de acumulacion, y asf sucesivamente.

* Cantor, G. (1966), p. 160.
" Cantor, G. {1966, p. 395 ¥ p. 406,
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Como en otros 16picos dentro de la obra cantoriana, también en la
concepcin de la existencia marca (1883) una frontera con los escritos
anteriores. Esta obra inaugura no solo el perfodo de interés conjuntisia
del nutﬂr sino también, 1o que ahora nos interesa, lo que llamaré su etapa
realista.'’ Al comienzo de (1883) Cantor advierie que para poder conti-
nuar las investigaciones conjuntistas iniciadas a propdsito de los conjun-
tos de puntos ha de separarse de las concepciones habituales acerca del
nimero y del infinito. En relacién con esie dltimo la novedad introducida
por €l consisie en la clara distincién entre infinito potencial 0 impropio ¢
infinito actual o propio y la aceptacidn sin reservas de éste. Respecio de
la concepcidn tradicional del nimero la originalidad de Canlor estriba en
la extension del concepto de ndmero enlero & la esfera de lo infinito, de
modo que Iras la serie conocida de los ndmeros enteros infinitos asume
la existencia de una sucesidn de ndmeros enteros infinitos Lan precisa-
mente definidos y determinados como los niimeros finitos. La introduc-
citin de los ndmeros infinitos presupone la asuncién del infinito actual, y
en este contexto escribe Cantor:

En la primera forma, como infinilo impropio (el infinito matematico) se pre-
senia como un finito vanable; en I otra forma, en 8 que yo o llamao infinito
propio, aparece coma un infinito completamenie dererminado. Los ndmeros
enteras reales infinitos [Die wunendlichen realen ganzen Zahlen), que definiré
a continuacidn y hacia los cuales ful llevado hace ya una larga serie de afios
sin ser claramente consciente de 1ener en ellos nimeros concretos de signifi-
cado real [in dinen kordrere Zahlen von realer Bedeurung zu besitzen), no tie-
nen en absoluto nada en comin con Is primera de esias dos formas, con el
Inﬂnﬂnimpmﬁn[ -]; pertenecen por tanio a las formas y afecciones del infi-

nimpropu.

A mi modo de ver, &l 1ex10 diado muestra la conversidn del autor desde una
posicién no comprometida con la existencia de los “simbolos de infinitud” a
otra en la que estos simbolos vacios adquieren ¢l estaluio de verdaderos nume-
rales. Se desprende de lo dicho que sea cual sea la concepcion de la existencia
de los ndmeros para Cantor, ésta serd la misma sin importar que se irate de
nnmmumummmmmmu
natural, & los ndmeros irracionales, de los cuales afirma el autor en {lﬂ?&} M

b Jourdsin incluye 8 (1853) en 18 tiapa formalista en su introduccida & 1a edicién
inglesa (1955), p. 70.

™ Cantor, G. (1966), p. 166.

" Cantor, G. (1966), p. I&S.
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que pueden determinarse con la misma precisin, evidencia y claridad que
los nimeros racionales. De nuevo ocurre ko que con los nmeros enteros,
que, sea el que sea el eslatuto ontoldgico de los nimeros raconales, de él
participan también los irracionales, a diferencia de lo que Cantor crefa en
(1872). En este texto sc sugiere también la idea realista de que los objetos
abstractos se imponen a nuestro pensamiento independientemente de nues-
tros deseos o nuestras intenciones. A partir de (1883), Cantor se mantendrd
fiel a las tesis realistas acerca de la existencia matemdtica.

2.2. La concepcitn de Grundlagen

Como he indicado, la conversién a una posicién completamente rea-
lista se produce en (1883) y en esta obra aparece la dnica discusién expli-
cita que acerca de la exisiencia publicd Cantor. Sin embargo, las opinio-
nes vertidas en ella no contribuyen a despejar las ideas que tuvo el autor
sobre la cuestién.

En (1883)"* Cantor distingue dos maneras en las que pueden existir
los objetos abstractos en general, y los nimeros transfinitos en particular.
La primera de ellas, a la que llama existencia inmanente, es la que lienen
aquellos objelos para los cuales tenemos una definicidn precisa por me-
dio de la cual pueden diferenciarse claramente de otros objetos del mis-
mo tipo. Asf, el que un objelo tenga existencia inmanente se opone a que
sea una pura fantasfa subjetiva o una invencién injustificada. Cantor se
expresa de la siguiente manera:

Podemos comsiderar hasta aqui reales [wirklich] a los ndmeros enteros, cuan-
do ocupan un lugar completamente determinado en nuestro entendimiento
sobre la base de la definicidn, [cuando| se diferencian dptimamente de 1odos
los deméds componenies de nuesiro pensar, [cuando] estdn con ellos en de-
lerminadas nladmmypnrcam?uicm: modifican el estado de nuestro espl-
ritu de una forma determinada.'

Es decir, un objeto existe inmanentemente si estd bien definido y per-
lenece a un sistema trabado en el cual se diferencia del resto de los obje-
tos y pueden determinarse con claridad las relaciones que mantiene con
ellos. Por la forma en la que Cantor se expresa diciendo, por ejemplo,
que los nimeros estdn en cierlo sentido “en nuestro eniendimiento™ o

Y Camtor, G. (1966), pp. 181-3
¥ Cantor, G. (1966), p. 181.
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que “modifican el estado de nuestro espiritu”, podria pensarse que ¢l av-
tor adhiere aqui a una posicién psicologista. P. Jourdain, entre otros,
manliene esta upim’ﬂn.” aunque, creo, injustificadamente. Cantor consi-
dera que los nldmeros preexisten a nuesiro conocimiento, que se descu-
bren y por lo tanto, a pesar de la desalortunada manera en que se expre-
sa, no hay razén para llamarlo psicologista.

L.a segunda forma de entender la existencia de los objetos abstrac-
105 en (1883) es la siguiente: un objeto, un ndmero por ejemplo, existe
si €5 un correlatlo de objelos o conjuntos de objetos que existen en el
mundo fisico. Asf, los nimeros ordinales indican el orden que tienen
entre si los elementos de un conjunto, los ndmeros cardinales el tama-
fic de los conjuntos, etc. A este tipo de realidad la llama el avtor exis-
tencia rranssubjetiva o ransiente. En este sentido afirma que los alef
son representanies de tamafios que de hecho ocurren ¢n la naturaleza
puesio que Cantlor cree, aunque no lo dice en este lugar, que hay X,
dtomos materiales en el universo y los dtomos de Eler forman un con-
junto de cardinalidad ¥ .

De acuerdo con lo dicho, decir que un objeto existe o es real tiene dos
sentidos: puede significar que estd definido con claridad y que se han de-
terminado sus telaciones con los demds objetos de su dominio, con lo
cual adquiere existencia inmanente. Puede significar, por otra parte, que
el objeto tiene una conirapartida en el mundo natural que en el caso de
los ndmeros no &5 mds que la existencia de conjuntos sobre la base de los
cuales puedan definirse cardinales y ordinales. En este sentido para Can-
tor, igual que para Frege, un ndmero existe si hay un conjunto del que es
ndmero.

Hasta aqui podria dudarse de que el autor sostenga un punio de vista
realista ya que podria ocurrir que unos objetos tuvieran existencia tran-
siente y olros Gnicamente existencia inmanente, de mancra que estos dlti-
mos no luvieran referentes externos y la verdad de las afirmaciones que
hacen referencia a ellos fuera definida en 1érminos de coherencia inlerna
del sistema o algo por el estilo. Sin embargo, Cantor rechaza esla posibi-
lidad al afirmar que todo lo que tiene exisiencia inmanente tiene existen-
cia transiente, esto es, que no hay objetos que tengan sélo el primer tipo
de existencia. Dicho de otro modo, para Cantor todo objelo que cumpla
las condiciones que le garantizan la exisiencia inmanente es ademds un
reflejo de objetos, propiedades o relaciones que ocurren fuera de noso-
tros. En palabras de Cantor:

" Jourdain, P., loc. eit
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no me cabe ninguna duda de gque ambos Lipos de realidad siempre se en-
cuentran junios, en el sentido de que un concepto seflalado como existente
desde &l primer punto de vista tiene también siempre una mljdud transienie
en clerios respectos, incluso en un ndmero infinito de ellos."

La Intima relacidén en qué se encuéntran ambos tipos de exisiencia
ofrece al matemdtico 1a ventaja de que no tiene que justificar la objetivi-
dad de los conceptos que define ni tiene que arrostrar ¢l problema episte-
molégico del realismo sefialado por Benacerraf (1973), a saber, la dificul.
lad de acceder a la realidad que pretendemos conocer, El punto de vista
de Cantor aiina aparentemente las ventajas del realismo y de la concep-
cion epistémica de la verdad; esto es, por un lado, una definicidn sencilla
¢ intuitiva de qué significa que un enunciado sea verdadero y, por otro,
un método para determinar sin lugar a dudas el valor de verdad de los
enunciados. El nexo de unién entre los dos tipos de existencia lo propor-
ciona un postulado muy dificil de justificar al que Cantor Hama la unidad
del todo. El auror sostiene que el fundamento dltimo por ¢l que la exis-
tencia inmanente y Ja transiente de un objeto van indisolublemente uni-
das consiste en el hecho de que el universo forma una totalidad de la que
también nosotros, los seres humanos, formamos parie. Cantor no lo justi-
fica en absoluto ni vueive a hacer referencia a ¢l —ni a los dos tipos de
exis-1encia que venimos considerando— en ningdn otro escrito. Lo dnico
que dice Cantor sobre ¢l postulado es:

Esta conextn de ambas realidades tiene su mmmﬂnpmpm:nhm:dnd
HMHNWMMMM

Y en una nota al texto indica que la teorfa del conocimiento y de la
verdad a la que €] adhiere tiene como predecesores a Platdn, Spinoza y
Leibniz. ™

Sin el recurso al postulado de 1a unidad del 1odo no hay manera de
conjugar el procedimiento por ¢l que se adscribe existencia inmanente a
un objeto, que mds bien parece apoyar una concepcion epistémica de la
verdad, con el realismo que se desprende de OLros 1€x108 cantorianos y
que recorre su obra. Como hemos visto, la postura realista va habijtual-
mente unida 8 una concepcidn de la verdad como correspondencia y el
significado que tiene la verdad de un enunciado o la exisiencia de referen-

"™ Cantor, G (1966, p. 181.
¥ Canior, G. (1966}, p. 182
* Cantor, G. (1966), pp. 206-7.
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le para un término no guarda relacidn alguna con la forma en que llegamos
a suponer que determinadas afirmaciones son verdaderas o las razones que
1enemos para sustentarlas. La concepcitn episiémica de la verdad es opuesia
a la concepeién de la verdad como correspondencia, a menos que, COmMO
Cantor hace, se suponga que la relacion entre conocimiento y realidad es tan
intima que no podriamos conocer nada que no fuera verdadero en el sentido
mads fuerte, en el sentido del ajuste tolal a la realidad tal como es. Podriamos
pensar que Cantor, mediante el postulado, ha resuelto el problema sefialado
por Benacerraf, pero en mi opinién la unidad de todo sélo consigue, en el
mejor de los casos, ocultario.

La posicién de Cantor en (1883) es bastante confusa, hasta 1al punto
que, si se pasa por alto el postulado, las explicaciones cantorianas po-
drian dar también la falsa impresion de que Cantor estd préximo a lo que
podriamos llamar “convencionalismo™ o “formalismo”, esto es, a la eo-
ria de la verdad como coherencia interna de un sistema, pero sin que el
sistema conceptual qie se acepte en un momento determinado como ver-
dadero tenga un estatulo privilegiado en sus relaciones con “la estructura
del mundo real”™ que no pueda tener otro sistema igualmente bien traba-
do. La opinidn de que (1883) s una obra formalista la ha sosienido P.
Jourdain.?! Por otra parte, la definicién que da Cantor de la realidad
transiente sugiere fuertemente otro punto de visia al que se lo puede lia-
mar “conceptualismo™: no existen los nimeros como objelos abstractos
sino s6lo a la manera de conceptos bajo los que caen propiedades y rela-
ciones de objetlos externos.

De todos modos, Cantor se expresa claramente como un realista cuan-
do justifica la objetividad de su teorfa de nimeros transfinitos y explica
como llegd a ella. Pero, curiosamente, cuando trata el tema de la existen-
cia explicitamente, cosa que sélo hace en (1883), utiliza categorias que no
ha utilizado antes y no volverd a utilizar —la distincién entre existencia
inmanente y transienle y el postulado de la unidad del todo— y usa ex-
presiones que recuerdan ya al formalismo ya al conceptualismo.

1.3, Renlismo y libertad

También en (1883), tras la introduccidn del postulado de la unidad del
todo, subraya Cantor a modo de conclusién que la esencia de la matemd-
tica radica en su libertad. Esta afirmacién, una de las mds conocidas y ci-

Y ¢f nota 12
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tadas del pensamiento cantoriano, vuelve a plantear la cuestién de si
Cantor era 0 no formalista. Dos de los m4s grandes especialistas en el
pensamiento del autor que nos ocupa, J. Dauben? y 1. Grattan-Guin-

ness,? sefialan que para Cantor la existencia sc reduce a ausencia de con-
tradiccién y que la caracterizacién de 1a matemética como absolutamente
libre avala la interpretacion de que el autor era formalista. Esta opinién
estd muy extendida, como ejemplo puede considerarse el trabajo de D.
Bonevac (1883) que presenta una semdntica parz la teoria de conjuntos que
dé razoén de la idea cantoriana de la libertad de la matemdtica, interpretada
ésta en el sentido de que la existencia sélo requiere la consistencia.

Sin embargo, y en primer lugar, es falso que para Cantor la existencia
matemitica se reduzca a no contradiccién. Cantor exige que se puedan
determinar completamente las relaciones que el candidato a cxistente
mantiene con el resto de las entidades del dominio en el que se ha intro-
ducido y este rasgo de su posicién queda, en mi opinién, mejor caracteri-
zado llam4ndolo “coherencia” que “consistencia”. En segundo lugar, la
libertad de la matemdtica declarada por el autor y el formalismo que al-
gunos ven en su concepeién encajan mal con algunos textos muy explfci-
tos del matemdtico centroeuropeo: por ejemplo, en el mismo (1883) el
autor confiesa haberse visto compelido a aceptar la existencia de los nd-
meros y la correccion de su teorfa de ndmeros transfinitos casi contra su
voluntad (fast wider meinen Willen).”* No puede haber forma de expresar
el proceso de formacion de la teorfa de manera mas contradictoria con la
libertad de 1z que hablard posteriormente. En (1887-88), al denunciar la
confusién frecuente entre el infinito actual y el potencial, escribe:

En particular veo aquf la razén por la que no se han descubierto [enzdeckr
hat] antes los mimeros aumjﬁnuos

y utiliza el verbo “descubrir”. Dauben hace referencia a una carta médua
en la que Cantor denomina z la teorfa de conjuntos “terra mcognua
que sugiere que considera al matem4tico mds como explorador que como in-
ventor. Fraenkel recoge otra carta a Mittag-Lefler en la que se dice:

2 Dauben, J. (1979), p. 129.
B Grattan-Guinness, 1. (1982), p. 42
 Cantor, G. (1966) p.175.
% Cantor, G. (1966) p. 395.
* Dauben, J. (1982), p. 133.
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en lo que concierne al resto (aparte del estilo y Ia economia de la expresion)
o0 £8 mérito mio, en relacion con el contenido de mi trabajo he sido simple-
menlcinfu‘undm'}rmmn

&Qué quiere dedr entonoes el autor cuando declara que la matemética es li-
bre? La libertad de la que aquf s¢ habla no tiene, en mi opinidn, nada que ver
con la arbitrariedad ni con la pura invencién. Lo que Cantor estd aquf defen-
diendo es el estatuto independiente de la investigacién matemdtica, no sujelo a
la censura ni filos6fica ni religiosa. Propongo queé se entienda la liberiad de la
matemdtica, que subraya el autor, en el sentido de autonomia. La matemdtica
no tene que justificar la existencia de los objetos que maneja ni la objetividad
de sus conceptos, tarea que corresponde a la metafisica, y los Gnicos argumen-
105 que deben tenerse en cuenta a la hora de calibrar una teorfa son los estric-
lamenie matematicos. Esta autonomia no constinrye un peligro para el desa-
mrollo de la ciencia, mds bien ocurre lo contrario: si se constrifie la matemdtica
desde posiciones que le son ajenas, se corre el riesgo de acabar con l1a fecundi-
dad y el progreso matemético. Por otra parte, la libertad en cuanto a la intro-
duccidn de nuevos objetos y conceptos no puede ser perjudicial puesto que,
como s¢ dice en (1%3},2’ la matemdtica lleva incorporados sus propios meca-
nismos de cofreccién y, asf, si una nocién se manifiesta como vacfa o redun-
dante serd rechazada y no existird en ninguno de los dos sentidos.

La justificacion de la autonomia de la mateméatica es otra de las venla-
jas del postulado de la unidad del wodo. Mediante éste se garantiza la
existencia transiente de los objetos matemalicos y se descarpa al matema-
tico de la tarea de probar lal existencia. Con el postulado, Cantor se esld
defendiendo de antemano de la acusacién de que sus ndmeros son meros
signos sin significado real, acusacién que Kronecker va habfa dirigido
contra los irracionales, y 1a autonomfa de su ciencia Je permite a su vez
hacer caso omiso de las criticas que se dirijan a su teorfa de conjuntos
desde 12 filosofia o la teologia.

Hay, no obstante lo dicho, un sentido en ¢l cual no es erréneo alirmar
que en la concepcitn de (1883) la ausencia de contradiccion es condicidn
suficiente de la existencia; pero, lejos de justificar este sentido, el califica-
tivo de formalista subraya mds bien ciertas resonancias neoplaldnicas que
aparecen ¢€n esia obra y en obras posteriores: en (1883) los ecos neopla-
16nicos se dejan ver en Ja conexidn entre la existencia inmanente y la
transiente. Como sabemos, todo lo que tiene un tipo de existencia tiene tam-

T Cantor, G. (1966, p. 480,
B Cantor, G (1966), p. 162
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bién el otro, es decir, lodo lo que estd bien definido y es coherente con el
sistema en el que se introduce existe y es real. La idea neoplatdnica que
subyace podria formularse diciendo que existe todo lo que es compatible
con la coberencia del sistema, existe todo lo que puede existir. Posterior-
mente a 1883, se encuentran fuertes indicios de neoplatonismo en la jus-
tificacién teoldgica de los ndmeros transfinitos que pretende llevar a ca-
bo Cantor en una carta al cardenal Franzelin. En ella sostiene que si Dios
es perfecto tiene que tener en su mano la posibilidad de crear infinitos
objetos, esto es, de crear infinitos concretos en el mundo. Y si Dios es
bondadoso tiene que haber creado todo lo posible. El texto de la canta di-

ce asf:

Una prueba parte del concepto de Dios y coneluye en primer lugar la posibi-
lidad de la creacidn de un Transfininum ordinanem a partir de la absoluta per-
feccidn de la esencia de Dios, acto seguido [se concluye] la necesidad de la
efeciiva creacidn consiguiente de un ransfinium a partir de su sbsoluts bon-
dad y magnificencia.”

Tanto la necesaria conexién de los dos tipos de exisiencia que Cantor dis-
tingue como la legitimidad de deducir 1a necesidad de 1a existencia de los ob-
jetos sobre la base de su mera posibilidad en virtud de la esencia bondadosa
del creador, como ocurte en la carta dtada, son, creo, formulaciones claras
de 1o que A. Lovejoy ha llamado el Principio de Pleninud, un principio neo-
platdnico que ha recorrido 1odz la historia de la filosoffa occidental

M. Hallett (1984) también ha sefialado este rasgo de la ontologia de Can-
tor, aunque sin relacionarlo con el principio de Lovejoy. Dice Halleu:

La coherencia puede considerarse como un 1ipo de condicidn minima que &a
matemdtica debe respetar, pero de acuerdo con las doctrinas de Cantor esta
mﬁﬁﬁnnﬁﬂmuuupﬂutmm:ﬁtmmm

como son pasibles.™

1.4. El platonismo de Cantor

Como he indicado, llamaré platonismo a la concepcidn realista de la
existencia que afiade ademds las 1esis de que a) los objelos absiractos

* Cantor, G. (1966), p. 400.

* La denominacidn de “Principio de Plenitud™ ha sido scuflada por A Lowejoy en
(1983).

" Halles, M. (1984), p. 19.



ANALISIS FILOSOFICO 55

existen como 1ales en algin lugar de la misma manera que los objetos fi-
sicos existen en el mundo y que b) los objetos fisicos tienen un grado de
realidad inferior a los objetos “extramundanos”, los cuales constituyen el
paradigma de lo auténticamente real.

Hasta ahora he defendido que Cantor era un realista en el sentido ex-
plicado al comienzo del presente trabajo, pero este realismo respecio de
los ndmeros no implica que cada uno de los ndmeros se encuentre exis-
tiendo como un objelo en un mundo no fsico. Asi como [as tesis realistas
recorren précticamente la obra de Cantor, ]as tesis que he llamado platd-
nicas sdlo aparecen claramente en dos cartas del afio 1895 y, con menos
claridad, parecen duprendem de una de las conclusiones de su Habilita-
tionsschrift (1869). En una de las cartas de 1895, dirigida a Hermite,
puede leerse lo siguiente:

Permitame en esie sentido hacer notar que & mi me parece mds fuerte la rea-
lidad y la absoluta regularided de los ndmeros enteros que la del mundo de
los sentidos. Y el que ocurra asf tiene un dnico fundamenio muy simple, &
saber, &ste: que los ndmeros enleros Lanto separados como en su totalidad
mumumﬂunhmﬁndmﬁmﬁdmﬁmmh
eternas ¢n ¢l intelecto divino.

Al tipo de platonismo que, como hace Canlor, sustituye ¢l Mundo de
las Ideas de Plaion por la mente de Dios se lo llama a veces platonismo
agustiniano.

Como s¢ desprende de lo dicho, las ideas platdnicas, al contrario de las
tesis realistas, no son muy importanies en el pensamiento de Cantor. El
realismo, sin embargo, se encuentra por 10das partes; un realismo que va
amplidndose hasta abarcar las nuevas regiones relacionadas con ¢l infini-
to; un realismo con muchos matices, a veces diflcil de descubrir, a veces
subrayado hasta llegar al platonismo, y en definitiva un punto de vista de
la verdad y la existencia que fue, en gran medida, responsable del naci-
miento de la teorfa de conjuntos y ndmeros transfinitos.
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ABSTRACT

The purpose of this paper is 1o investigate the attiludes Cantor held on the exisience of abs-
tract objetcs. | distinguish between (i} this aitiiude relatively 1o entities in the definition of
which we do noi need 1o use actually infinite sets, like integers and rationads, and (i) realism
about enlities which force @ (o deal with aciual infinities, like irratioasl and transfinie
aumbers. Aboul (1), Canior was always s realisi. Neveriheless, he changed his ideas on the
existence of entities which had  very sirong connection with the infinite in act. In this case,
hie adopied s formalist attitude until Grundlapen [1883) and this work inaugurates his realist
period relatively to lmationals and irensfinite oumbers. | also distinguich befween realism
and platonism, the latier adding 1o the former (8 tha sbsiracs entities exist somewhere and
(b} thal they are in some sense more real than physical entitics. We can also find platonic
leatures in Cantor's thought, although platonic ideas are pol so essential 1o his work as re-
alism is. On the other hand, it is not troe that Cantor considered consistence as & sullicient
condition for existence bul whal we can call “coherence™.



